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1 De trigonometriske funktioner

1.1 Grafer for sin, cos og tan

De trigonometriske funktioner er implementeret i Maple under navnene sin, cos, og tan. Bemerk, at funktionsnavnene her skal
skrives med sma begyndelsesbogstaver (i modsatning til nar du laver trekantsberegning Gym-pakken).

Graferne for sinus og cosinus i periodeintervallet [0, 2 7| ser sddan ud

plot([sin(x), cos(x)], x =0..2 7, size = [300, 300 ])

1.

0.5 A

—0.5

—_ 1 E
Leaeg specielt marke til, at langs x-aksen er der angivet aksemeerker i multipla af 7. Denne indstilling far du helt automatisk.

Du kan fé en almindelig x-akse ved at erstatte 2 © med decimaltilneermelsen for 2 7 :

plot([sin(x), cos(x)],x=0..6.28, size =350, 350 ])

1-

0.5

—0.5 1




2« De trigonometriske funktioner

Tegner du grafen for tangens i intervallet [0, 2 TC] og begraenser y-intervallet, far du en graf som denne

plot(tan(x), x=0.2 T,y =—5..5, size = [300, 300 ])

4-
y
2-
0 T T T T T T
n n 3n/n S5m 3n Tn/2n
4 2 4 2
X
_2_
—44

0 iLn

At grafen ikke haenger sammen er en folge af, at tan ikke er defineret i 2
Ofte vil man se lodrette stiplede streger gennem disse punkter — kaldet asymptoter — og vil du have dem tegnet, er det nemmeste at

. b S _ - . T
skrive x = 5 08 traekke denne ligning ind i plottet. Dette vil give grafen for en en ubrudt linje med ligningen x = ER Tilsvarende

tegnes linjen med ligningen x = Tn . Herefter kan linjerne sé laves stiplet ved at klikke pé linjerne én efter én og velge Line > Dash

1 kontekstmenuen.

Hvis du vil have Maple til at tegne de stiplede linjer, bliver det en smule indviklet:

with(plots) :

| [

41 | |

| |

) | |

2 | |

| |

| |

0 e A RRER

T 3 n 5Snt 3k Tn/2n

Py

X

—21 | |

I |

| |

- |

| |



3« De trigonometriske funktioner

1.2 Trigonometrisk ligninger

Hvis du insisterer pa at lgse trigonometriske ligninger eksakt, vil du let komme i problemer, da der ofte vil findes uendelig mange
losninger til ligningen. Ofte vil en grafisk lgsning i kombination med en numerisk solver vere at foretreekke. Lad os se pa et par
eksempler:

Eksempel 1

Les ligningen sin(x) = % for x € [0,2 7]

Ved brug af solve (symbolsk lgsning), returnerer Maple blot en enkelt losning:

solve(sin(x) = %, x)
T (1.1)

For at illustrere problemet grafisk tegner vi graferne for sin(x) og % i samme koordinatsystem. S& fremgar det tydeligt, at solve-

kommandoen kun finder den ene:

sin(x),

,x=0..2 T, size = [ 300, 300])

I\J‘»—

plot [

1.

0.5

—0.5 1

—1-

Nar du skal lgse en trigonometrisk ligning i et interval, kan du benytte kommandoen intervalsolve fra Gym-pakken. Den vil
umiddelbart give dig lesningerne:

with(Gym) :
2 b

intervalsolve (sin(x) L x=0.2 71:)

(1.2)




4 + De trigonometriske funktioner

Vil du have de numeriske losninger, benytter du fintervalsolve :

fintervalsolve (sin(x) = %, x=0.2 ch

[0.5235987756 , 2.617993878 |

Eksempel 1 - symbolsk Igsning

Naturligvis kan Maple's solve-kommando ogsa give dig de symbolske losninger:

Hvis du vil have samtlige losninger returneret, skal du tilfeje 4/[Solutions som parameter :

L := solve (sin(x) = %, x, AllSolutions )

L= %n+2n_ZI~,%n+2n_Z]~

(1.3)

(1.4)

Resultatet skal forstds pa den made, at Z1~ er et vilkarligt helt tal. Tegnet ~ (tilde) efter Z1 betyder, at Maple har gjort antagelser om
_Z1 (hvis du genberegner skifter navnet til Z2 — eller noget helt andet, men altid med Z efterfulgt af et helt tal.

Losningerne i intervallet [0, 2 7] finder du her ved at sette _ZI~ =0.

. . 5w
Dette giver lasningerne og %

K

Eksempel 2

Lgs ligningen cos(x) = % for x € [0, 2 nt]

Ved brug af solve (symbolsk lgsning), returnerer Maple blot en enkelt lasning:

solve(cos(x) = %, x)

(1.5)
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For at illustrere problemet grafisk tegner vi graferne for cos(x) og % i samme koordinatsystem:

plot[ [cos (x), % ,x=0.2m, size=[300, 300 ]j

1.

0.5

—0.5 1

—_ 1 -
Her vil intervalsolve fra Gym-pakken umiddelbart give dig de to lesninger:

with(Gym) :

intervalsolve (cos(x) = %, x=0.2 nj

og med numeriske lgsninger

fintervalsolve (cos (x)= %, x=0.2 TCJ

[1.047197551 , 5.235987756 |

Eksempel 2 - symbolsk Igsning

Los ligningen cos (x) = % for x € [0,2 ]

Vi finder samtlige losninger:

L := solve (cos (x)= %, x, AllSolutions J

L:= LTC-FZTC_Z2~,—L7I+27I_Z2~

3 3

Losningerne i intervallet [0, 2 7] finder du ved at sette _Z2 = 0.

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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. . T 5w
Dette giver lgsningerne ? og T
Eksempel 3

Les ligningen 4-sin®(x) — sin(x) =0, x € [0,2 x|

Lad os ferst tage et kig pa ligningen grafisk:

plot(4 sin(x)* — sin(x), x=0..2 , size = [ 300, 300 ])

5.

Tip: Hvis du vil have en x-akse, der er nemmere at afleese pa, kan du erstatte 2 « i plot-kommandoen med 6.28

Det ser ud til, at der er 5 lgsninger i intervallet [0, 2 7t|. Umiddelbart kan du aflese, at 0, T og 2 T er lasninger, og de to sidste

ligninger kan du finde vha. intervalsolve .
with(Gym) :

intervalsolve (4 sin(x)* — sin(x) =0,x=0..2 )

[0, arcsin(%j, —arcsin[%) +n,m2n (1.9
Og vil du have de numeriske losninger:
fintervalsolve (4 sin(x)? — sin(x) =0,x=0..2 )
[0., 0.2526802551 , 2.888912398 , 3.141592654 , 6.283185307 | (1.10)

Alle lgsninger i intervallet [0, 2 7| er siledes fundet
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1.3 Den harmoniske svingning

En harmonisk svingning er en funktion af formen

hvor 4 er amplituden, ® er vinkelhastigheden, ¢ er fasen og B er forskydningen (op/ned).

f(x)=4-sin(o-x+ ¢) +B

Du kan undersgge betydningen af de indgdende konstanter ved at lege lidt med figuen nedenfor. Her er tegnet to sinuskurver - en red
og en bla. Den bla ligger oven i den rede, sé du ser kun den bla.

Den blé kurve kan deformeres ved at treekke i skyderne nederst medens den rade kurve ligger fast som reference. Prov!

Nulstil |

A
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Eksempel

Visse steder andres vanddybden i havet pa grund af tidevand. I et bestemt degn er vanddybden f(¢), malt i meter, bestemt ved

2

ﬂ0=7+sm(t ), 0<r<24

hvor ¢ angiver antallet af timer efter k1. 12.

a) Bestem den sterste og den mindste vanddybde i degnets lob.
b) Hvornar indtreeffer det forste hgjvande?

¢) Hvor lang tid géar der inden det naste hgjvande indtreffer?

d) P4 hvilke tidspunkter i dette dogn vokser vanddybden hurtigst?

Losning med numerisk veerktgj

(Du kan naturligvis lese denne opgave udelukkende ud fra egenskaber for en harmonisk svingning)

Start med at definere funktionen i Maple og tegn grafen i det aktuelle interval —dvs. ¢t € [0, 24 ]:

fuw=7+m%’;2]

f:=t|->7+sin[%—lj (1.11)

plot(f(t),t=0.24,y=0 .8, size =300, 300 ])

s 10 15 20

a)

Bestem den storste og den mindste vanddybde i degnets lab.
maximize (f(t), t=0.24)

8 (1.12)
minimize(f(t),t=0..24)

6 (1.13)
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Dette viser, at

Mindste vanddybde = 6 meter

Sterste vanddybde = 8 meter

b)

Hvornér indtreeffer det forste hojvande?

Benyt her maximize med optionen location . Herved far du ud over maksimumsvardien ogsa beregnet hvor maksimum antages:
maximize (f(t), t=0 ..24, location )

8, {[{r=2+5n),8], [{t=n +2),8]) (1.14)

Hvis du vil undga en eksakt lasning, kan du i stedet for 24 skrive 24.0 (eller bare 24.). Det vil tvinge Maple til at lave en numerisk
beregning

maximize (f(t), t=0 ..24.0, location)

8., {[{t=5.141592654 }, 8.], [ {t=17.70796327 }, 8.]} (1.15)

Dvs., det forste hgjvande indtreeffer lidt efter kl 17 (idet ¢ er tiden efter kl. 12.00).
¢)

Hvor lang tid gar der inden det neste hgjvande indtreffer?
Denne opgave er klaret med beregningen i b):
S5t+2—(n+2)=4n

Dvs., der gar 12.6 timer.

d)

Pa hvilke tidspunkter i dette degn vokser vanddybden hurtigst?

Det ma veere til de tidspunkter, hvor f'(¢#) har maksimum. Tegn grafen for f'(#):

plot(f(2),t=0..24, size =300, 300 ])

0.4 1

0.2 A

maximize (f'(t), t=0..24, location )

(1.16)
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Det ses, at til tidspunkterne t=2 og t=4 © + 2 har f'(¢) maksimum. Dvs., at til disse tidspunkter vokser vanddybden hurtigst.
Tilbage er blot at omregne til tidspunkter efter kl. 12.00:

at > digits

4n+2 14.566

Vanddybden vokser hurtigst kl. ca. 14.30 og k1 02.00.



2 Integralregning
2.1 Stamfunktion

Det er meget nemt at finde en stamfunktion i Maple. Hvis du vil finde en stamfunktion til funktionen:
f(x)=2x>=3x+5

f=xn—>2~x2—3-x+5 2.1
sa klikker du pa integral knappen J fdx 1Expression-paletten, og udfylder skabelonen:

Jf(x)dx:%x3—%x2+5x

Laeg maerke til, at du ikke fér en integrationskonstant £ med. @nsker du det, sa kan du klare det sddan her:

Jf(x)dx+k=%x3—%x2+5x+k

Navngivning af stamfunktionen

Lidt mere kompliceret bliver det, hvis du vil navngive din stamfunktion F . Problemet opstar, hvis du prever at definere saledes:
Flx) :zjf(x) dx + &
FzszJf(x)dx Tk 22)

Maple beregner ikke stamfunktionen for der er behov for at kende den (det kaldes lazy evaluation). @Onsker du fx at beregne F(2), vil
x blive erstattet med 2, og udtrykketi ( 2. 2) vere meningslost.

Der er flere méder at navngive stamfunktionen pa:
Metode 1:
Du kan copy&paste udtrykket til definitionen

F(x) = %x3—%x2—l—5x+k

+5x+k 2.3)

Metode 2

Klik pé udtrykket for stamfunktionen, og veelg Assign to a Name i kontekstmenuen. I den lille boks, der popper op, skriver du F(x).

) w Assign to a Name
Assign value: 2/3*xM3-3/2"xM2+5" %+...

To name:  Fix)

OK Cancel

11
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Det kommer til at se sadan ud

Jf(x) dx +k = % X - % X+ 5x 4k S0 F(x)
Metode 3
Benytte kommandoen MakeFunction :
F := MakeFunction (J.f(x) dx +k ,x)
F==x|—>%'x3—%~x2+5~x+k 24

Eksempel 1
Find den stamfunktion til f(x) =2 x> — 3 x + 5, der opfylder, at F(1)=7.

restart
f(x)=2x*=3x+5

f=xp2x*=3x4+5 2.5)

Stamfunktionen bestemmes:

Jf(x)dx+k=%x3—%x2+5x+k

assign to a name

F(x)

F(1)=7"&" % +hk=7 =5 {k=%}

Dvs., den gnskede stamfunktion bliver F(x) = % X — % X+ 5x+ %

Eksempel 2

En funktion f er givet ved f(x) =2x — 3.

Find den stamfunktion F der har linjen med ligningen y =x + 5 som tangent.
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I modsetning til eksempel 1 kender vi ikke her et punkt, som F skal ga i gennem. Det ma vi sé finde! Og det punkt, vi skal bruge, er
tangeringspunktet.

Linjen y =x + 5 har heaeldningen 1, s& hvis denne skal vaere tangent til ', ma det ske i et punkt x, hvor F'(x) =1.
restart
f(x)=2x—3

f=x»2-x—3 (2.6)

assign to a name

Jf(x)dx+k:x2—|—k—3x Flx)

Vi finder ud af, hvor tangereringen sker ved at lgse ligningen F'(x) =1 (hvilket i ovrigt er det samme som ligningen f(x) =1 ):
Fix)=1"2%2x —3=1 2, (x=2)

I punktet med x-koordinaten 2 har F altsa en tangent med heldningen 1. Hvis denne tanget skal veere y =x + 5, s mé tangeringen
ske i punktet (2, 7). Dette ses ved at seette 2 indi y=x + 5.

Tilbage er nu blot at bestemme k:

assign to a name

F(2)=17 sumplity —2 4 k=7 solutions tor k 9 k

sa har du den enskede stamfunktion

Fx)=x"—3x+9

plot([F(x),x +5],x=—2..7,y=0 .20, gridlines, size = [400, 400 ])

20
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2.2 Areal under en graf

Hvis f er en positiv funktion i intervallet [a, b], kan arealet af den punktmengde, der begrenses af grafen for £, linjerne med

ligningerne x =a og x =b, og forsteaksen — dvs. punktmaengden
{xy)la<x<b A 0<y<f(x)}

bestemmes som F(b) — F(a), hvor F er en vilkarlig valgt stamfunktion til f.

b b
Dette areal kan bestemmes som J f(x) dx, hvor skabelonen J f dx fra Expression-paletten benyttes til at skrive integralet.

Skabelonen har 4 pladsholdere. Du udfylder skabelonen ved at hoppe fra pladsholder til pladsholder med TAB-tasten, og 'skrive
oveni'.

I nedenstdende figur ser du tegnet grafen for funktionen f(x) = %xZ +1

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Det skraverede omrade kan beskrives ved punktmangden:

{xy)|=2<x<3 AN 0LZy<f(x)}

og arealet bestemmes séledes:

3
12 _ 65
J_zzx—f—ldx 6

Hvis du har defineret funktionen f ved:

=

f::xl—bf—l—l 2.7
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Til at tegne en graf med et skraveret omride (som pa figuren ovenfor), kan du benytte kommandoen skraver fra Gym-pakken
with(Gym) :
skraver ([ f(x),0],x=—4.4,x=—2 .3, size=[300, 300 ])

skraver-kommandoen er beregnet til at skravere et omrdde mellem to funktionsgrafer. Her er den ene grafen for f— den anden, grafen

for g(x) =0, der jo falder sammen med x-aksen

Eksempel 1

Pa figuren ser du tegnet grafen for funktionen f(x) = Jx . Hvor skal linjen x = a placeres, hvis arealet af det skraverede omréde skal
vare 10?7

4
x=a
3
24
1A
0 T T T T 1
0 2 4 6 8 10

Lesning:

Ligningen, vi kommer til at lose, er denne
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a4 simplr 3’2 solve
J\/x dx = 10 TR Z“T —10 =, 6.082201996
0

hvor Numerically Solve er benyttet.

2.3 Areal af et omrade begraenset af to grafer

Hvis f og g er to kontinuerte funktioner og f(x) > g(x) for alle x € [a, b] (dvs., at grafen for f ligger over grafen for g i
intervallet), s& kan arealet af punktmangden

{(xy)la<x<b A g(x) <y =<f(x)}

bestemmes som

[ —gtx)) ax

a

Eksempel 1

Graferne for funktionerne

f(x)=%x2—x+5

N S S A
g(x)= 2x+2x 3

afgraenser sammen med linjerne med ligningerne x =2 og x =5 et omrade, der har et areal.

Bestem arealet af dette omréade.

Lesning
1 »
f(x)=—x"—x+5:
4
L 2 7T 5.
g(x) = 2x~|—2x 3:

Forst tegner vi omradet med kommandoen skraver fra Gym-pakken. Det forste interval, er det interval, graferne skal tegnes i, det andet
interval er, hvor der skal skraveres.
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with(Gym) :

skraver ([ f(x), g(x)],x=0..6,x=2..5, size =300, 300])

8-

Da grafen for f ligger over grafen for g, kan vi bestemme arealet af det skraverede omrade séledes:J

Eksempel 2

Grafen for funktionen

127
f(x)—zx 2x+3

begranser sammen med x -aksen et omrade i 4. kvadrant, der har et areal.

Bestem dette areal

Lesning

(f(x) —g(x))dx =6

Her kan x-aksen opfattes som den @verste funktion og grafen for f som den nederste funktion. Vi kan sa finde arcalet séledes

127
f(x)~—2x 2x+3

Vi finder skaeringspunkterne med x -aksen:
f(x)=0 =25 {x=6}, {x=1)

og tegner omradet

1 . 7
2 2

(2.8)
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skraver ( f(x),x=0.7,x=1..6, size =300, 300])

3-
2_
14
0 ,
7
—1-
_2.
_3-
Arealet bliver da:
¢ 305
0 — = —_—=
J 0= =~
Eksempel 3
Graferne for funktionerne
fx)=Vx
_3,._12
glx)=—_—x 5
afgreenser i forste kvadrant et omrade, der har et areal.
Bestem dette areal.
Lesning:
flx) =Vx
fi=xmJx (2.9)
=3, _12
glx) = T x— =
g—xm 3x 12 (2.10)
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Forst tegner vi de to grafer, sa vi kan fa omradet lokaliseret (vi tegner kun i 1. kvadrant,:

skraver ([ f(x), g(x)],x=0..10,x=0.9,y=0..4, size =[300, 300])

Vi bestemmer det x, hvor de to grafer skeerer hinanden:

f(x) =glx) =5 {x=9}
og det x, hvor grafen for g skarer x-aksen:

g(x) =0 =25 (x=4})

NN

10

Omradet, vi skal bestemme arealet af, er ikke et simpelt omrade, der er afgreenset af to funktionsgrafer. Vi er derfor nedt til at dele op i

to dele:

Iintervallet [0, 4] er omradet begrenset af grafen for f og x-aksen.

I intervallet [4, 9] er omradet begranset af grafen for f og grafen for g, hvor grafen for f ligger over grafen for g i hele intervallet.

Arealet bliver derfor:

4 9

jof(x) dx + Lf(x) —g(x)dr = 2-

Alternativ metode

Vi redefinerer g, sd g har veerdien 0 i intervallet [0, 4]:

h(x) ==

0 0<x<4
g(x) x >4

Herefter kan arealet bestemmes sddan her:

9

J 7 = heey ax = 2

2.11)
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2.4 Omdrejningslegemer

Lad f vere en positiv funktion i intervallet [a, b]. Rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer ved at rotere
punktmaengden

{y)la<x<b AN 0=<y<f(x)}

360° om x-aksen kan beregnes ved integralet
b
y= n-J fix)? dx

At beregne rumfang af omdrejningslegemer i Maple er saledes stort set kun en indszttelsesovelse. Men i Maple kan du ogsa lave en
nydelig tegning af omdrejningslegemet.

Lad os se pé et eksempel:

Find rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer ved at rotere punktmengden i forste kvadrant begrenset af grafen for
£ (x) =x* og linjen x =2.

f=xmx (2.12)
Omradet tegnes:
with(Gym) :

skraver ([ f(x),0],x=—1.3,x=0..2, size =300, 300])

Rumfanget af omdrejningslegemet bliver:

32w
5

n-rf(x)zdx=
0
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Nu skal du fa en Maple Tutor til at klare al arbejdet (og lidt til):

Ga til Education Tools fanen. Klik her pa knappen Calculus - Single Variable, og valg Volume of Revolution i listen der kommer
frem:

® [ ] Calculus 1 - Volume of Revolution
File Help

Plot Window Enter 1 or 2 functions and an interval

f(x) = | xr2
alx) =
a=0 b= 2

Riemann sum
Method: midpoint v
Number of partitions: 6

Volume of the Solid
2

fn #de
(]
32
5 n
=20.1061929%
Display
+! Volume Disks Region (e) None
Line of Revolution
* Horizontal Vertical
Distance of rotation line 0
from coordinate axis =
| Display | Anim Plot Options... Close

Maple Command

VolumeOfRevolution(x"2, 0 .. 2, 'axis'=horizontal, 'distancefromaxis' = 0, 'showvolume'=true, 'showsum'=false, 'showregion'=false,
'method'=midpoint, 'partition'= 6, 'output'=plot);

Indtast x"2 i feltet f(x) = .

Intervalgreenserne a og b skal du ikke eendre pa.

Tilbage er blot at trykke pa Display-knappen, sa vil du se det samme billede som vist ovenfor.

Hvis du klikker pa Close-knappen, lukker vinduet, og du far billedet af omdrejningslegemet indsat i dit dokument.

Tip: Hvis du har funktionen, du skal bruge i Volume of Revolution, defineret som fx f(x), s& kan du blot skrive f(x) i feltet f(x) = .
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Eksempel 1

Funktionerne f og g er givet ved

f)=2 % ogglx) = 5 x.

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer ved at lade omradet afgranset af de to grafer rotere 360° om x-aksen.

Lesning uden brug af Tutor

Forst defineres de to funktioner, og graferne tegnes:

g(x) = ox
x
g=xm (2.14)
plot([f(x), g(x)],x=0..20, size = [300, 300 ])
101
8_
6-
4_
2_
0 T
5 10 15 20
Skaeringspunkterne bestemmes:
solve (f(x) =g(x), x)
0,16 (2.15)

Volumenet bliver

16 16
n-J ﬂx)zdx—n-J g(x)? dx = 51?“
0 0

Lesning med Tutor
Ofte er det en god ide at definere funktionerne — som ovenfor — ellers skal du indtaste dem som:
2*sqrt(x) og x2.

Du kan ikke bruge skabelonen til kvadratrod i Tutoren. S& vil du slippe for at skulle skrive i en speciel syntaks, sa definer funktionerne
forst og indtast blot f(x) og g(x) i de to felter.



23 « Integralregning

Nar du indtaster f(x) og g(x) i felterne, og taster Enter efter hver af dem, s vil Maple straks indsztte regneforskriften for de to
funktioner .

Skeeringspunktet skal bestemmes inden du starter Tutoren:

[ ] [ ] Calculus 1 - Volume of Revolution
File Help

Plot Window Enter 1 or 2 functions and an interval

fx) = 2*x™M1/2)
alx) = | 1/2°x
a=0 b=16

Riemann sum
Method: midpoint v
Number of partitions: 6

Volume of the Solid

16
1 .
fn (4 x-g ¥ ] dr
(]
IS
3 n
=536.1651464
Display
~| Volume Disks Region  (e) None
Line of Revolution
®) Horizontal Vertical
Distance of rotation line 0
from coordinate axis =
Dlsplay ] Animate Plot Options... Close

Maple Command
VolumeOfRevolution(2*x"(1/2), 1/2"x, 0..186, "axis'=horizontal, 'distancefromaxis' = 0, 'showvolume'=true, 'showsum'=false,
‘showregion’=false, 'method'=midpoeint, 'partition’= 6, 'output'=plot);

Selve resultatet kan du kopiere (med Ctrl C) og indsette i en tekstregion efter at Tutoren er lukket.

-%nx(-16 + x) dx

S

12

3
=536.1651464

OBS: Du skal ikke bruge dette til en afleveringsopgaver. Nok er resultatet korrekt, men det fremgar ikke, at integralet er udregnet som

16

16
n.J f(x)zdx—wJ g(x) dx = 12T
0 0

3

Eksempel 2

Betragt de to funktioner

f(x)=4-yx—1 og g(x) =—%x2+2x+3

Graferne for funktionerne afgraenser sammen med koordinatakserne en punktmengde M, der har et areal. Funktionerne bruges som
model for fremstilling af en traeskél, som dannes, idet punktmangden M drejes 360° omkring x-aksen

a) Bestem skalens treerumfang
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Lesning

f) = 4JF=T
f=xp4-yx—1 (2.16)

g(x) :Z—%x2+2x+3

g:ZxH—%-x2+2~x+3 (2.17)

plot([f(x), g(x)],x=0..6, size =300, 300 ])

=

Det ser ud til, at graferne skeerer i 5. Lad os lige tjekke (solve giver 5 og et komplekst resultat, sa det er en god idet blot at bruge
fsolve her):

fsolve (f(x) =g(x))
5.000000000 (2.18)

Du kan ikke umiddelbart bruge Tutoren i denne opgave, da de to intervaller, du skal integrere over, ikke er ens. Der er kun mulighed
for ét feelles interval i Tutoren (se nedenfor for en losning pé dette):

Rumfanget bliver (g er den overste funktion - den bla!)

5 5
n-J g(x)2 dx — n-Jﬂx)Z dx = 2531 T
0 1

Lesning med Tutor:

Hvis du vil bruge Tutoren, s er du nedt til at udvide f, saledes at den er definereti [0, 5]. Det klares sdledes (herved bliver vaerdien
af integralerne ikke @ndret):

| 0 x<1
h(x) =
flx) x=>1

0 x <1
ho=xo (2.19)
f(x) 1<x
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Indtast sd g(x)og A(x) som de to funktioner i Tutoren og indstil intervallet til [0, 5]. S& far du samme resultat som ovenfor. Det
kommer til at se sddan ud, hvor figuren dog er drejet for at fa det til at minde om en skal:

® ® Calculus 1 - Volume of Revolution
File Help
Plot Window Enter 1 or 2 functions and an interval
fix) = | -1/5"x"2+2°x+3
glx) = | piecewiselx < 1,0,1 <= x,4*(x-1)M1/2)
a=0 b=|5

Riemann sum
Method: midpoint v
Number of partitions: 6
Volume of the Solid

2
o x<1

] 1 ) J)
n||-—x +2 3] -
1 (ix o 4./(x-1) 1=x
251
=—n
= 2628465854
Display
| Volume Disks Region (e None
Line of Revolution
*) Horizontal Vertical
Distance of rotation line 0
from coordinate axis =
| Display | Plot Options... Close

Maple Command
VolumeOfRevolution(-1/5"x"2+2"x+3, piecewise(x < 1,0,1 <= x,4"(x-1)"(1/2)), 0..5, 'axis'=horizontal, 'distancefromaxis' = 0,
'showvolume'=true, 'showsum'=false, 'showregion'=false, 'method'=midpoint, 'partition'= 6, 'output'=plot);

Der er endnu flere muligheder i Volume of Revolution Tutor. Fx kan du rotere om enhver vandret linje — og ikke blot x -aksen.

Desuden er der ogsa mulighed for at rotere om y -aksen.
Du kan ogsa bruge Volume of Revolution Tutor til at forstd noget af teorien bag rumfang af omdrejningslegemer:

Du kan veelge at skeere omdrejningslegemet op i et antal lige tykke skiver. Antallet indstiller du i Number of Partitions feltet. Som
standard er valgt 6.

Hver af disse skiver skal approksimeres med en cylinder. Cylinderens hgjde er fastlagt ved tykkelsen af skiven, men radius kan valges
pa 3 méder: Venstre endepunkt, hgjre endepunkt eller midtpunktet. Dit valg skal du indstille i Method drop-down listen.

Under plot-vinduet finder du en raekke radio-knapper. Tryk her pa den midterste Disks, sa vises plottet med de skiver, du har valgt.

I det store felt kan du se, hvad det eksakte rumfang er. Desuden kan du se, hvad rumfanget af dine diske er. Hvis du gger antallet af
skiver, skulle du gerne se, at rumfanget af dine diske narmer sig det eksakte rumfang — uanset valget af radius (left, midpoint, right).

Eksperimenter!

Nedenfor ser du, hvordan det kommer til at se ud med funktionen / x .
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[ NN ] Calculus 1 - Volume of Revolution
File Help
Plot Window

Enter 1 or 2 functions and an interval

) = x~(1/2)
o) =

a=|0

Riemann sum

Number of partitions: 6
Volume of the Solid

4
Jﬂxdr
]

=8
=25.13274123

Approximating sum:
[

Method: | midpoint v

2 1
?n;?pi-l\
=25.13274123

Display
[+ Volume (s Disks () Region () None
Line of Revolution
*) Horizontal ) Vertical
Distance of rotation line 0
from coordinate axis =
| Display | | Animate | | PlotOptions.. | | Glose
Maple Command

VolumeOfRevolution(x{1/2), 0 .. 4, 'axis'=horizontal, 'distancefromaxis' = 0, 'showvolume'=true, 'showsum'=true,
'showregion'=false, 'methed'=midpeint, 'partition’= 6, 'output'=plot);
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2.5 Kurvelaengde

Hvis funktionen f er kontinuert i [a, b] og differentiabel i ]a, b[ kan lengden af grafen mellem punkterne (a, f(a)) og (b, f(b))
bestemmes med formlen

Eksempel 1
fx) =2

f=xw x* (2.20)
Vi vil finde lengden af kurven tegnet nedenfor ( scaling = constrained bevirker, at vi har samme enhed péa akserne)

plot(f(x),x=0.3,y=0.10, view=[ —2..5,0 ..10], scaling = constrained )

101

2-10 1 2 3 4 5

Vi setter ind 1 formlen

3 .
J\/Tf,(x)z—dx: 3437 n arcsinh (6)  at5digits 9.7472

o 2 4

I langt de fleste tilfaelde vil integralet give noget ret uforstaeligt. Derfor vil det vaere fint, hvis det eksakte resultat kan udelades. En
metode, der for det meste vil virke, er at s@tte punktum efter tallene i greenserne, sa de opfattes som decimaltal:

3.
J J1 +f(x)7 dx = 9.747088759
0.

Sa leengden af kurven bliver altsd 9.75
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Eksempel 2 - Golden Gate

Afstanden mellem pylonerne pa Golden Gate i San Francisco er 1280 m. Hegjden af pylonerne over vejbanen er 152 m.
Brobanen mellem pylonerne flad.

Hovedkablet mellem pylonerne er ikke helt parabelformet, men nasten — heller ikke helt formet som en sakaldt kedelinje, men
nesten.

Vi indlegger et koordinatsystem med x-aksen langs brobanen og y-aksen midt mellem pylonerne. I dette koordinatsystem kan
baerekablet modelleres ved funktionen

P

fi=xm640-¢ % +640-e " — 1280 221
Vi tjekker forst, om grafen for f gar gennem punkterne (—640, 152) og (640, 152):
f(—640.) = 152.008372

f(640.) = 152.008372

Laengden af baerekablet mellem de to pyloner kan udregnes

6

40.
J JT /()7 dx = 1326.956474
—640.

Sé barekablet er ca. 1327 meter.



3 Differentialligninger

3.1 Eksakt lgsning af differentialligninger

Du kan lgse ganske mange typer af differentialligninger eksakt i Maple, men her vil vi blot ngjes med at se pd nogle simple, men
typiske eksempler.

En differentialligning som fx

dy

dx =2x+y

skal i Maple formuleres séledes:
y'(x)=2-x+ y(x)
Hvor du eksplicit gor opmeerksom pa, at y er en funktion af x. I stedet for at bruge notationen y'(x) kan du anvende

differentiationssymbolet (x), men den farstnavnte er ofte mere bekvem at anvende.

dx”
Du lgser differentialligningen ved at klikke, og vaelge solve DE > y(x) i kontekstmenuen

solve DE

y'(x)=2x+y(x) y(x)=—2x—-2+¢"¢

— eller benytte kommandoen dsolve :
dsolve(y'(x)=2-x +y(x),y(x))
y(x)=—2x—2+¢€"¢ 3.1
hvor c¢; er en konstant.
Bibetingelser
1)
Har du oplyst et punkt, hvor lgsningen skal ga i gennem, fx (0, 2), kan du tilfeje bibetingelsen séledes:
dsolve ( {y'(x) =2-x + y(x),y(0) =2}, y(x) )
y(x)=—2x—2+4¢ (3.2)

Du kan ogsé lese med kontekstmenuen:

solve DE

y'(x)=2-x+y(x),y(0)=2 y(x)=—2x—2+4¢
2)
Far du fx oplyst, at lasningskurven har vandret tangent for x =2, sa ved du, at y'(2) =0. Dette tilfgjer du som bibetingelse:
dsolve ( {y'(x) =2-x + y(x),y'(2) =0}, y(x) )
y(x)=—=2x—2+2e 27" (3.3)

Du kan ogsd lese med kontekstmenuen:

solve DE
_—

y'(x)=2-x+y(x),»'(2)=0 y(x)=—2x—2+2e %"

29
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3.2 Interactive Solver
Du kan undgé at skulle huske en masse syntaks ved at benytte Interactive Solver. Det fungerer saledes:

Indtast differentialligningen (som ovenfor)

solve DE nteractively

y'(x)=2-x+y(x)

Klik pa differentialligningen, velg Solve DE Interactively i kontekstmenuen og ODE Analyzer Assistant kommer frem:

@ ® ODE Analyzer Assistant
Differential Equations Conditions Parameters

d
ToHE) =2x ()

Edit... Edit... Edit...

Solve Numerically | Solve Symbolically | Classify Help |  Quit

Differentialligningen er pa plads i den ferste rude. I den midterste rude kan bibetingelser indtastes.
Tryk pa Edit-knappen under den midterste rude. Den nye dialog, der kommer frem, udfylder du som vist nedenfor

L] ® Edit Conditions ® ® Edit Conditions

Add Condition Add Condition

y wvlat/o =2 Add y v at| =| | A
Edit Conditions Edit Conditions
»(0)=2
Edit | Delete
Cancel

Tryk pad Add >

Afslut med at trykke pa Done-knappen.
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Herefter skulle ODE Analyzer Assistant gerne se sadan ud:

[ N ] ODE Analyzer Assistant
Differential Equations Conditions Parameters
d ¥(0) =2
Iy(1]=21+y(1] ( )
| Edt.. | Edit. | Edit.. |
| Solve Numerically | Solve Symbolically | Classify | Help | Quit |

Tryk pa knappen Solve Symbolically:

[ ] ® Solve Symbolically
Method Output
« Default Solve timelimit (s) = 60 Large Display |

~  Use Lie Methods y(*)=2x-2+4¢
v Use Classification Methods
Integrate | auto v

Explicit| auto v

() Transforms v
_) Truncated Series, order= Pt | m|
v
Expansion point =l
15
Show Maple commands ||
10
B
=10 -8 =6 -4 -2 2
x
On Quit, Retum| Solution v| | Clear Help | Back | ouit |

For at f4 dette resultat frem, skal du gere sédan her:
1. Tryk pé Solve-knappen. Det vil give dig losningen i den everste rude.

2. Tryk pé Plet-knappen. Den graf, der kommer frem, er du nappe tilfreds med, idet den er tegnet i et standardinterval. Klik pa Plot
Options, og indstil som vist pa udsnittet nedenfor, og tryk pa Done, nér du har lavet indstillingerne:
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@ ® Plot Options
General Options

. 2-D Axes Points Title
()3-p |nermal v default

Axes Labels
default v

Axes and Independent variable range

Axis 1 Independent variable (x) range:
i v [-10 |2
|| Axis 1 range

|| Dependent range

Functions to plot and corresponding conditions/parameters

Fen Color Style Size Copy Delete
y v/ defautt v|soidline  w|o |
v v v
v v v
v v v
Done Cancel

3. Hvis du satter et flueben i feltet Show Maple commands, vil du se alle de Maplekommandoer, der skal til, for dels at lose
differentialligningen, og dels at tegne grafen med de enskede indstillinger.

4. Du kan forlade assistenten pa flere mader — afthengigt af dit valg i On Quit Return:

Nothing

Plot

Solution

Maple Commands

Ofte kan det vaere hensigtsmassigt at returnere Maple kommandoerne. Disse kommandoer kan med fordel redigeres en smule, da de
ikke altid star med den smukkeste typografi.

3.3 Eksempler af typen y' = a-y

Eksempel 1

Bestem samtlige lesninger til differentialligningen:

y'=025y

dsolve (y'(t) =0.25 y(¢), y(1))

0 =c,e4 34

N

hvor ¢, er en konstant. Med almindelig skriveform, er den fuldstaendige lgsning bestemt ved y =c-e
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Eksempel 2
Bestem en regneforskrift for den losning til differentialligningen
y'==12 -y

der gar gennem punktet (2,5).

dsolve ({y'(t) =—12-y(2),y(2) =5}, (1))
Lo L (3.5)

at 5 digits

y(t) =55.115 ¢~ 12001

Eksempel 3

Funktionen f er losning til differentialligningen

y'=0.1-y
Linjen med ligningen y =2 x + 4 er tangent til grafen for f.

Bestem koordinaterne til det punkt hvor linjen tangerer grafen, og bestem en regneforskrift for f.

Lesning

Tangeringen ma ske i et punkt, hvor y'=2. Indsattes dette i differentialligningen fas:

solve

2=0.1y {y=20.}

Dette viser, at y koordinaten til tangeringspunktet er 20. x-koordinaten findes ved at indsatte y =20 i tangentens ligning:

solve

20=2x+4 —> {x=8}
Tangeringen sker altsa i punktet (8, 20) . Differentialligningen kan nu loses:

dsolve ({y'(x) =0.1 y(x), y(8) =20}, y(x))

4

y(x) =20 e Sel (3.6)

w|
Sl

flx)=20e e
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Lad os for en god ordens skyld tegne lgsningskurven sammen med tangenten y =2 x + 4 :
plot([f(x),2x +4],x=0.20)
60 1
50
40-
30+
20 1

101

3.4 Eksempler af typeny' = b - a'y

Eksempel 1
Bestem samtlige losninger til differentialligningen
y'=15—-225-y

dsolve (y'(x) =15 — 2.25-y(x), y(x))

9x
20 -7
y(x) = 3 +e ¢
20 _0x
Dvs., at den fuldsteendige losning er y=-—-— +c-e¢ * ,hvor ¢ € R.

3

Eksempel 2

Funktionen f er losning til differentialligningen
y'=a(y —15).

Endvidere er f£(0) =30 og f(3)=25.

Bestem vardien af tallet a, og bestem en regneforskrift for f.

Lesning

Differentialligningen lases forst sammen med ét af punkterne (ligegyldigt hvilket) som bibetingelse:

dsolve ({y'(x) =a-(y(x) — 15),y(0) =30}, y(x))
y(x)=15+15¢""

3.7)

(3.8)
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Dernzst indsattes punktet (3, 25), og der loses med hensyn til a:

25 =15 +ea.3 solve Iaz 111(310)}

Forskriften for f bliver saledes:

1

+ In(10)-x
flx)==15+15¢°

In(10)-x
f=x»15+15¢ °

Hvis du gerne vil se et udtryk med decimaltal i stedet for de eksakte vaerdier, sé klarer evalf sagen:
evalf (f(x))
15. 1+ 15, 07675283643 x

— eller Approximate fra kontekstmenuen:

In(10) x
fx)=15+15¢ °

at 5 digits

15 + 15 e0.76753 X

3.5 Eksempler - andre typer

Eksempel 1

Bestem til differentialligningen

dy _xy
2

den lesning, hvis graf gar gennem punktet (1, 4).

Lesning

dsolve({y'(x) = m,y(l) :4},}’(76))

x—1x+1

Dvs., at lgsningener y =4 e 4

Eksempel 2

Bestem den losning til differentialligningen

dy _x+5
dx y

hvis graf gér gennem punktet (0, 4).

3.9)

(3.10)

(3.11)
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Lesning

dsolve ( {y'(x) =

y(x) =+ X +10x + 16

(3.12)

Af differentialligningen ses, at y # 0. Dvs., at differentialligningen skal loses i omradet R x R | . Desuden skal

¥ +10x+16>0:

solve(x* +10x + 16 > 0, x)
(_m’ _8)’ (_27 w)

Heraf ses, at Dm(y) =]—2, %[

3.6 Eksempler af typen y' = a'y:(M - y)

Eksempel 1

Los differentialligningen
N'=0.0003 - (500 — N)-N

med begyndelsesvaerdi N(0) =25 og med begyndelsesvaerdi N(0) =750.

Lesning

dsolve ({N'(¢) = 0.0003 - (500 — N(¢))-N(¢), N(0) =25}, N(¢))

500
N(t)=—3+

1+19e 2

dsolve ({N'(¢) = 0.0003 - (500 — N(¢))-N(t), N(0) =750}, N(¢))

1500
Nt)=——%5 —

20
€ -3

Lad os tegne graferne for de to lesninger. Forst skal de dog defineres som funktioner:

NI() = —220

— 5=t
1+19e¢ 2

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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1500
N2(t) ::—T .
e ¥ -3

plot([NI(t), N2(t), 500 ], £=0..50, color = ["Burgundy", "Navy", "LeafGreen" |)
700

600 -

500

400 -

300 A

200 1

100 1

~

Eksempel 2

Udviklingen af indbyggertallet i en taenkt storby kan beskrives ved differentialligningen

% = a-N- (1000000 — N)

hvor N er antallet af indbyggere i byen, ¢ er tiden, mélt i dogn, og a er en konstant.

Til tiden #=0 er antallet af indbyggere i byen 100000, og nar indbyggertallet er 200000 vokser indbyggertallet med 100 indbyggere
pr. degn.

a) Bestem en forskrift for V.

b) Hvor mange dogn gér der for der er 600000 indbyggere i byen i folge modellen?

Lesning

Ud fra oplysningen 'nér indbyggertallet er 200000 vokser indbyggertallet med 100 indbyggere pr. dogn' kan vi bestemme a ved
indsattelse i differentialligningen:

_ . . _ 1solate tor a — 1
100 = a-200000 - (1000000 — 200000 ) 0= 0500000
dsolve ({N'() = a-N(¢)- (1000000 — N(¢)), N(0) = 100000 }, N(¢))
1000000
N(1) = — (3.16)
1+9e '

Vi definerer funktionen N :
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1000000
N(t)=—""""7—:

1 +9¢ 100
b)

solve

N(t) =600000 —— 4164.303497

Der vil saledes gé ca. 4164 dogn - eller ca 12 ér for befolkningstallet nar 600000.

3.7 Linjeelementer og lgsningskurver
Differentialligningen y'=x + y, eller skrevet med Maple syntaks
y'(x) =x +y(x)

kan tolkes séledes, at den i ethvert punkt (x,, y9) giver oplysning om tangentheldningen o for en eventuel lesningskurve gennem
dette punkt.

Kaldes lgsningskurve for f, gelder

S (x0) =yo 0g f'(x0) =0u.

Dette udtrykkes ved, at f gar gennem linjeelementet (xo, Vo5 oc) .

Fx vil lgsningskurven gennem punktet (2, 1) have tangentheldningen
y'(2) =2+y(2)=2+1=3

Med andre ord, sa vil lgsningskurven ga gennem linjeelementet (2, 1;3).

For at kunne danne sig et indtryk af lgsningskurvernes forleb, kan man tegne nogle linjeelementer ind i et koordinatsystem:

Gér lesningskurven gennem linjeelementet (xo, Yos oc) , tegnes gennem punktet (X, yo) et lille linjestykke med haeldningen o.
Det bliver hurtigt et trivielt stykke arbejde, men her kommer Maple os til undsatning.
with(Gym) :

linjeelementer (y'(x) =x + y(x), y(x),x=—5..5,y=—5..5)

[ \'\

/7 1\

NN SN

=

~-/7 /| N\ NN~~~
-7/ | \ON NN~~~

—_——— e —

—_—— e —— A
e A 1 NS ——

—— 7 AN S ——————

—— g/ | \ N\ NN
T e N A F AN
—— s/ ) NN NSNS ———————
o/ ) AN S N —————

/////////.l/
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Opgaven er nu at indtegne losningskurver saledes at linjestykkerne er tangenter til kurverne. Dette er en opgave, der kraver lidt
gvelse, men umiddelbart ser det ud til, at en ret linje kan tegnes gennem (0,—1) med haldning —1.

Dvs, at det ser ud til, at f(x) =—x — 1 er en lgsning til differentialligningen y'=x + y

Lad os checke:

Hvis f er en lgsning, skal der gzlde, at

S (x)=x+f(x)

Vi regner begge sider ud hver for sig (med f(x) =—x — 1), og undersgger, om vi far det samme
f(x)=(-x—-1)"= -1

x+flx) =x+(-x—-1) = -1

Dvs., at f(x) =—x — 1 erenlesningtil y'=x +y

Vi tegner den ind (i princippet ved hdndkraft), men du kan f& Maple til at tegne losningskurven med kommandoen vist nedenfor. Det

eneste specielle er, at du skal angive et punkt pa den lesningskurve, du vil have tegnet. Et oplagt punkt at veelge er (0,—1), men
ethvert andet punkt pa linjen kan selvfolgelig ogsa bruges. Kommandoen kraver, at du angiver dette punkt som en liste pa formen

[y(0)=1].

linjeelementer (y'(x) =x + y(x), y(x),x=—5.5,y==5.5, [y(0) =—1])

I
\
[ \'\

—— A/ | A\ NN~

/1

\‘<\ NN S~
AN NN~

=~/ / | \ NN~~~

</ |

— - A// | \'\

ZILAN
—— /7 [N NSNS ~—————
——— ) | AN S ———————

_— e — A~

——// | AN SN ~——m———————
/7 | A NSNS~ ——————————

’////////,l/
——— e P

//Q—///t\l)//

Denne linje skiller sé at sige vandene: Kurverne over linjen vil alle have et minimum, mens kurverne under linjen vil veare aftagende.
Desuden vil minimum for kurverne over linjen ligge pa linjen med ligningen y =—x. Der kan argumenteres for dette saledes:

Af differentialligningen y'=x + y ses, at hvis y =—ux, sd er y' =0. Det betyder, at alle losningskurver, der skarer linjen y =—x mi
have vandret tangent i skeeringspunktet.

Du kan fa tegnet andre lgsningskurver ved blot at eendre veerdien af y(0) . Prov!

Nar kommandoen kraever den specielle liste-syntaks hanger det sammen med, at man ofte vil tegne flere losningskurver i samme
system, og séledes blot kan udvide listen. Her er det almindelig vis god skik at holde denne liste uden for kommandoen:
ic .= [y(0)==1,y(0) =1,(0) =2, y(0) =—2]

ic .= [y(0)=—1,y(0) =1,y(0) =2,y(0) = —2] (.17)
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40

Navnet ic star for Initial Condition, hvilket pa dansk betyder begyndelsesbetingelser.

=—5.5,y=—5.5,ic)

x +y(x),y(x), x

linjeelementer (y'(x)

————— e — —— ]

————— e — ]

~~~>~~\\ |
~SSNN\
NN

Du kan ogsa satte farver pa de enkelte losningskurver:

["Niagara Navy",

=x +y(x),y(x), x==5.5y=—5.5, ic, linecolor
"Niagara Burgundy", "Niagara BlueGreen", "Niagara Azure"])

linjeelementer(y'(x)

————— e — —

————— e — — — —]

P~~~ 1\ \
~~~~\\ |
~SSNN\
~NNNN
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Eksempel 1

For at tegne linjeclementer for en differentialligning behegver du blot et par kommandolinjer — og de er stort set de samme hver gang:
Du skal selvfolgelig @ndre differentialligningen, plotintervallerne og startbetingelserne.

Lad os preve med differentialligningen y' =x- y2:
y'(x) =xy(x)*

) =xy ) G.18)

ic = [y(0)=1,y(0) = —3,»(0) =0] (3.19)
with(Gym) :
linjeelementer(y'(x) =x-y(x)2, y(x),x=—3.3,y=—5 .5, ic, linecolor = [ "Niagara Navy",
"Niagara Burgundy", "Niagara BlueGreen"])

I [T 1]
N (I [ 11111
[ R | [ 111
[ R P
BEEEEE RRRRE
I O [
FLU VLV VNN [
AT VAVA AN N /771
NN NN NN~ oSS S

—_—————

—_—

—3

_,_______—_///
_— - /
—_—
— /]
—_———— e — \ 1
_— —~\
—_—— N\

Eksempel 2

Linjeelementer for differentialligningen

y=>
y

Bemerk, at vi i denne differentialligning skal forudsette, at y # 0.

with(Gym) :
ic=[y(0)=1,y(0)=—1,y(1)=1,y(1) =—1]

ic = [y(0)=1,»(0) = —1Ly(1) =1, p(1) = —1] (3.20)
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lin'eelementer( '(x)= ,y(x), x=—3.3, =—3..3,ic]
Yy y'(x) () y(x) y

N\ \\ N\ N\ ~~—B—— - 4
\\\\\\\—_

—— S S

S I
%)

NN N NN ~—
NN\ \\ N\~~~

Hvis du forseger at tegne losningskurven gennem fx (2, 1), far du problemer

ic = [y(2)=1] (3.21)

linjeelementer (y'(x) = L,y(x), x=—3.3,y=—3.3, ic]
y(x)
Warning, plot may be inconplete, the followi ng errors(s) were issued:
cannot evaluate the solution further left of 1.7320508, probably a singularity

\N\\\\ N\~~~ B—— S/
\N\\\\ N\~~~ S/
NN NN NN~
AN NN NN NN~
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VUV VNN NN~
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RN
BT TI T T4
L1177 77=
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/7)) S S s ——
/]SS S S S S
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S S S S =B — — ~ NN NN\

Adbvarslen skyldes, at vi her forseger at tegne en lesningskurve uden for det interval, hvor den er defineret. Ud fra advarslen ser det

ud til, at lesningen kun er defineret i intervallet ]1.7320508 , o[ . Desuden tegnes losningskurven heller ikke helt ned til x-aksen.
Det sidste kan nemt repareres ved at tilfeje flere plotpunkter i kommandoen, men det vil nu ogsa vere rart at kunne slippe af med
fejlmeddelelsen.
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Vi kan slippe af med fejlmeddelelsen ved at s@tte en intern systemvariabel, warnlevel, lig med 0:

interface (warnlevel

=0):

OBS: Advarslen forsvinder ogsé, hvis du genberegner linjeelement-kommandoen.

Vi gger antallet af plotpunkter

linjeelementer ( y'(x)

y(x)
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,y(x), x=—3.3,y==3 .3, ic, numpoints = 1000)
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Vi tegner ogsa lgsningen gennem punktet (2,—1):

linjeelementer ( y'(x)

y(x)
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,¥(x), x==3.3,y=—3 .3, ic, numpoints = 1000)
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Vi kan nu fé tegnet alle de mulige 'typer' af lgsninger til differentialligningen

(3.23)
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(3.24)
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,y(x), x==3.3,y==3 .3, ic, numpoints = 1000)
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Saet warnlevel tilbage til standardverdien 3 (hvis du har @ndret den):

interface (warnlevel =3) :

Eksempel 3

Ved tegning af injeelementer for differentialligningen

y=—x
y

far vi praecis de samme problemer som i eksempel 2, idet vi ogsa her ma forlange, at y # 0.
with(Gym) :

interface (warnlevel =0) :
ic == [y(0)=3,y(0)==3,y(0) =2, y(0) ==2]

ie = [7(0) =3,7(0) = =3,5(0) =2,5(0) = —2] (.25)
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linjeelementer ( y'(x)=—

,V(x),x=—4..4,y=—4 .4, ic, numpoints = 1000 )

S S S S e ———~ NN N\ \
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/ / F——~~~> N\ \\
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// N A\
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[/ \ A\
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£ ¥
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[ /‘7
(A /1
VA !/
AN //
ANANRN //
N NN //
ANRNRN //
N\ \\\\~~——F——r-o S/
N\ \\\N\~~—A——— S/

Lasningskurverne bliver her halvcirkler med centrum i (0, 0) . Laeg merke til, at ingen losningskurve kan krydse x-aksen.

interface (warnlevel =3) :

Eksempel 4

Linjeelementer for differentialligningen

(3.26)
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) ,V(x),x=—4 .4, y=—4 .4, ic]

linjeelementer (
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Hvis der skal inkluderes jagt/fiskeri i modellen, kan det gores simpelt ved at treekke en konstant fra. Fx:

y'=2y- %yz—a

konstanten reprasenterer da den hastighed, hvormed der skydes/fiskes i populationen (malt i individer pr. ar).

Vi tegner nogle typiske losningskurver for a = % :

tinjectementer (' (x) =2 y(x) = 5 3(3)'= 5 . ¥(x), ¥ ==5..

= [»(0)

=2,y(0)

=5,y(0) =

1,

¥(0)=3,y(0)=0]:

2
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AR AR R R
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ARARRARRARR
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5,y=-3.7, ic)
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Her ser vi igen to stationare losninger, nemlig y =1 og y =3, hvor y =1 er en frastedende losning og y =3 en tiltrekkende
losning, men de to stationare lgsninger er kommet tettere pa hinanden.

Det er nemt at overbevise sig om, at y =1 og y =3 er stationzre losninger, idet der for disse skal gzlde, at y'=0:

= {y=1} {»=3)

Ved at eksperimentere lidt, nar man hurtigt frem til, at hvis vi s@tter a =2, sé falder de to stationere losninger sammen:

=2,y(0)

=5,y(0) =

1]:
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2y(x) — %y(x)2 —-2,y(x),x=—5.5,y==—3.7, ic)

linjeelementer ( y'(x)
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24 {y

{y
2y(x) — %y(x)2—2.1,y(x), x==5.5y==3.7, ic]

solve

—

—-2=0
2.1, vil det se sadan ud:

1 5
5Y

2

Hvis a > 2 forsvinder de stationzre losninger. Det betyder, at hvis vi tillader jagt/fiskeri af mere end halvdelen af populationens

maksimale sterrelse (den kritiske vaerdi), s vi populationen udde.

hvilket vi naturligvis ogsa kan regne os frem til:

linjeelementer ( y'(x)
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Hvis der inkluderes s@sonsvingninger i modellen kan differentialligningen fx andres til denne

Vi laver nogle losningskurver for tilfeldet a =1:
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=—=3.7, ic,

0,y(15)=0]:
0..10,y

0.3,y(10) =

4,y(0)=1,y(0) =0.40, y(0)

=6,y(0) =

[»(0)

ic

(2 + coslx)) - y(x) = 5 ¥ = 1,y(x),x

linjeelementer [y' (x)

numpoints = 1000]
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For at finde den kritiske veerdi, altsd den mindste veerdi af a, hvor de periodiske lasninger forsvinder, kan man preve sig frem. Vi ved

jo, allerede, at den kritiske vaerdi ligger mellem 1 og 2.
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3.8 Differentilligningsmodeller

En rygtespredningsmodel
Scenarie
En fremmed kommer til en by med 10000 indbyggere og stter et rygte i gang. Hvordan vil rygtet spredes?

Pé ethvert tidspunkt under rygtespredningen vil der vare tre slags personer tilstede i byen
* ignoranterne — dem, som endnu ikke har hert rygtet
 sprederne — dem, som har hert rygtet og fortaeller det videre til alle de moder

* uinteresserede — dem, som er tidligere spredere, men nu har mistet interessen i at sprede rygtet.

Antag, at sa snart en spreder videregiver rygtet til en, der allerede har hert rygtet, bliver vedkommende uinteresseret i at sprede rygtet.
Antag endvidere, at mgder mellem alle tre persontyper finder sted helt tilfeldigt.

Opstilling af differentialligninger

Betegn antal ignoranter med i, antal spredere med s og antal uinteresserede med u. Endringer, der sker i i, s og u ved et made mellem
en spreder og en anden person, kan s& beskrives:

En spreder moder en ignorant og videregiver rygtet:

Totalt kan der arrangeres i-s meder mellem en spreder og en ignorant. Hvis rygtet videregives ved et mede, vil der vere en ignorant
mindre og en spreder mere, altsa

i»-i—1, s>s+1.

En spreder meder en spreder og praver at videregive rygtet:

Totalt kan der arrageres K(s, 2) = % -s- (s — 1) meder mellem to spredere. Hvis rygtet forseges videregivet ved et made, vil der

vare to spredere mindre og to uinteresserede mere, altsa

s>s—2,u->u-+2.
En spreder moder en uinteresseret og prover at videregive rygtet:

Totalt kan der arrageres u-s moder mellem en spreder og en uinteresseret. Hvis rygtet forseges videregivet ved et mede, vil der vaere
en spreder mindre og en uinteresseret mere, alts

keis — k-2 %s-(s —1) — k-5 (10001 —i—s) "™ 2 ks (i — 5000)

der herefter reduceres til

ds _ .
o =2k-s-(i —5000)

Dette giver folgende differentialligningssystem til beskrivelse af rygte-spredningen

di
dt
ds

E =2 k'S'(l - 5000)

=_—kis
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Til at begynde (¢ =0) med er der 10.000 ignoranter og én spreder. k skal naturligvis ogsa have en vaerdi. Den kan der eksperimenteres
med, men set i forste omgang k£ = 0.0001 .

Lesning af differentialligningssystemet

Differentialligningerne og begyndelsesbetingelserne er nu klar til indtastning i Maple. Det nemmeste er nok at lgse systemet i den
interaktive solver ved at klikke pa linjen nedenfor og veelge Solve DE System i kontekstmenuen:

i'(8) =—k-i(t)-s(£), s'(¢) =2 k-s(2) - (i(£) —5000)

Indstil ODE Analyzer Assistant siledes (husk at indsette £ =0.0001 i Parameters):

9 ® ODE Analyzer Assistant
Differential Equations Conditions Parameters
i'(1) =-ki(t) s(t) i(0) = 10000 k=_le-3
s'(£) =2 ks(¥) (#(1) -5000) 5(0) =1
[ Edit... Edit.. | Edit.. |
| Solve Numerically | Solve Symbolically | Help | Quit |

Klik pa knappen Solve Numerically.

I det vindue, der kommer frem, klikker du pa Solve og Plot - knapperne:

[ ] [ ] Solve Numerically
Parameters Output
# Runge-Kutta-Fehlberg 4-5th order Show function values att = W‘
() Cash-Karp 4-6th order [0.000000
() Dverk 7-8th order v ‘;_10“- i
() Gear single step extrapolation W m\
_ Rosenbrock stiff 3-4th order R
() Livermore stiff v &I
() Boundary Value Problem solver 8000
i i " 7000
\ 6000
() Taylor series v 5000
*) Modified Extended BDF Implicit 2 v U g g
) Fixed step methods Show Maple commands ||
v
Absolute: | 1.000000e-07 | default
Relative: [1.000000e-06 | default

On Quit, Retum | Plot v Clear Help Back Quit |
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Vi skal have indstillet plottet, sa vi far udvidet t-aksen og fér vist grafen for udviklingen af sprederne sammen med grafen for
udviklingen af ignoranterne.

Klik pa knappen Plot Options:

[ ] [ ] Plot Options

General Options

* 2-D Axes Points Title
@ 3D normal  w| default
Axes Labels

| default v

Axes and Independent variable range

| Axis 1 Independent variable (t) range:

| o - 5 50
|| Axis 1 range

|| Dependent range

Functions to plot and corresponding conditions/parameters

| ) Fcn » Color Style Size i(0) s(0) k Copy » Delete _
Ll wv|red v | solid line wv|o | 10000 1 1e-3 - | x |
|s v| navy v1 solid line w0 10000 1 e-3 " | x |
| v v v
v v v| |
i
| Done Cancel | |

Her er 'Independent variable (t) range' eendret til at veere fra 0O til 30.

Desuden er der tilfgjet en plot-linje for s nederst. Det gor du ved forst at trykke pa 'Copy'-knappen i plot-linjen for i. Herved kopieres
indholdet af farste linje ned i linje 2, sa det eneste, du herefter skal gare, er at &ndre i til 5. Klik pd Done - knappen nar du er feerdig.

Herefter ser det sddan efter et klik pa Plot-knappen

[ ] [ ] Solve Mumerically
Parameters Qutput
* Runge-Kutta-Fehlberg 4-5th order Show function values att = W|
1 () Cash-Karp 4-5th order | 0.000000
() Dverk 7-Bth order v = 10000, P
s=1.

() Gear single step extrapolation v Plot Options |
() Rosenbrock stiff 3-4th order

100007
() Livermore stiff v

2000
() Boundary Value Problem solver

GO0

v v L

4000

2000
() Taylor series v

0
0 10 20 30
() Modified Extended BDF Implicit 0
() Fixed step methods Show Maple commands [
v

Absolute: | 1.000000e-07 ] default
Relative: | 1.000000e-06 ] default |

On Quit, Retum | Plot v [ Clear Hep | Back | Quit |
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Nar du er helt feerdig klikker du pa Quit, hvorefter plottet vil returneres til dit Maple ark.

10000 1

8000 -

6000 1

4000 4

2000

10 20 30
t

Af grafen for i kan vi se, at 2000 af indbyggerne aldrig vil here rygtet.

Grafen for s tyder pa, at antallet af spredere topper nar halvdelen af indbyggerne (5000) i byen har hert rygtet. Dette kan vi nemt
overbevise os om ved at differentialligningen:

Nar s topper, er % = 0. Heraf folger sa, at

2k-s-(i—5000)=0 = i=5000
Lesning med kommandoer:

Differentialligningssystemet kan ogsé lases direkte ved hjelp af kommandoer, men det kraver en hel del.

diffeq == i'(t) =—k-i(t)-s(¢), s'(t) =2 k-s(¢)- (i(¢) —5000 ) :
sol = dsolve ([ diffeq, i(0) = 10000, s(0) = 1], numeric, parameters = [k]);
sol = proc(x_rkf45) ... end proc (3.27)
sol (parameters = [k =0.0001 ])
[£=0.0001 ] (3.28)
Vi kan herefter benytte proceduren sol til at beregne vaerdier for de to funktioner i og s. Fx er
sol(10) = [t=10., i(t) =4652.92109716330 , s(¢) =3044.25803464761 |

der viser, at der til tidspunktet =10 er 4652 ignoranter og 3044 spredere. Umiddelbart vil det vaere meget besveerligt at skulle tegne
grafer ud fra dette, men heldigvis har Maple en kommando med navnet odeplot til at klare dette. Kommandoen ligger i en speciel
pakke med navnet plots, s& denne skal indleeses forst:

with(plots) :

odeplot(sol, [[t,i(¢), color ="Burgundy"], [¢, s(¢), color = "LeafGreen"],
[#, 10001 — s(¢) — i(¢), color ="Navy"]], 0..30)
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10000 1

8000 1

6000 -

4000

2000 -

0 T L T 1
10 20 30

t

Her er desuden tegnet grafen for udviklingen af de uinteresserede, der jo kan udtrykkes sdledes: u(¢) =10001 — s(z) — i(¢)

En rov- byttedyr model
Scenarie og differentialligninger
Pa en o, hvor der er guleradder nok, udsattes x kaniner og y raeve. Hvis der ingen rave var tilstede, ville @ndringen i kaninbestanden

kunne beskrives ved differentialligningen

—=ax, a>0
dt

— dvs, en eksponentiel veekst.

Var der ingen kaniner tilstede, ville 2ndringen i reevebestanden kunne beskrives ved

dy
= =—c. >
. cx, ¢c>0

— dvs, revene vil udde eksponentielt.

Nu er der heldigvis bade kaniner og rave til stede. Tilstedeverelsen af reeve vil begranse kaninbestandens vakst og tilstedevarelsen
af kaniner vil sikre, at revene ikke der af sult. Som model til beskrivelse af denne vekselvirkning opstillede Lotka ogVolterra i 1925
folgende model:

dx _
& =a-x—b-xy

Z—); =—cy+dxy

hvor a, b, ¢ og d er positive konstanter.

I disse differentialligninger kan faktoren x-y tolkes som antallet af meder, der kan etableres mellem rave og kaniner (kaninen kan
vaelges pa x mader og uafhengigt heraf kan raeven pa y mader). Ved et made mellem en raev og en kanin er der en vis sandsynlighed
for, at kaninen bliver @dt, hvorved kaninbestanden falder. P& den anden side kan et mede mellem raev og en kanin sikre overlevelse af
en rav.

Set a=0.5,5=0.03,c=0.5 og d=0.01, og antag der fra starten af er 50 kaniner og 10 reve. Differentialligningerne bliver da
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% =0.5-x—0.03-x-y
(‘11—); ==05-y + 001 -x-y
diffeq == x'(¢t) =0.5 x(¢) — 0.03 x(2)-y(¢), y'(t) =—0.5 y(¢) + 0.01 x(¢)-y(2)
diffeq == D(x)(¢) =0.5 x(¢) — 0.03 x(¢) y(¢), D(y)(¢) = —0.5 y(¢) + 0.01 x(¢) y(¢) (3.29)

sol = dsolve ({diffeq, x(0) =50, y(0) =10}, numeric);
sol = proc(x_rkf45) ... end proc (3.30)

with(plots) :

odeplot (sol, [[t, x(t), color ="Burgundy" |, [¢, y(¢), color ="Navy"]], 0..30);

70
60+
50
401
301
201

10 - T . T 7 ,

Vi kan ogsa nemt lave et sékaldt faseplot, hvor vi har antallet af kaniner pé x-aksen og antallet af raeve péd y-aksen:

odeplot (sol, [x(t), y(t), color ="Burgundy" |, 0..30)

251

151

10+

40 50 60 70

P

Eksperimenter med begyndelsesbetingelserne og verdierne af a, b, ¢ og d.
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En epidemi model

Scenarie og differentialligninger

Spredningen af en smitsom sygdom som fx rede hunde, hvor man blive immun for fremtidig smitte s snart man er kommet sig over
sygdommen, kan beskrives ved differentialligningssystemet

£=—a-rs

dt

ds

r =aqrs—b-s

hvor r er antallet af raske pa dag ¢, og s er antallet af syge pa dag ¢.

Denne model folger naesten opbygningen af rygtespredningsmodellen. Her er 7-s antallet af meder, der kan etableres mellem raske og
smittede — og kun ved megder mellem raske og smittede kan smitten viderebringes. Den forste differentialligning udtrykker derfor, at
hastigheden, hvormed antallet af raske aftager, er proportional med antallet af meder, der kan etableres mellem raske og smittede.

Zndringen i antallet af smittede i et givet tidsrum er ikke blot athaengig af, hvor mange der er blevet smittet i dette tidsrum, men ogsé
af, hvor mange der er blevet immune i dette tidsrum. Vi antager, at den hastighed, hvormed immunitet indtraeffer er proportional med

antallet af smittede — altsé lig med b-s, hvor b er proportionalitetskonstanten. Hermed har vi den anden differentialligning.
St a =0.00002 og b =0.1, og lad begyndelsesbetingelserne vare som i rygtespredningsmodellen: #(0) = 10000 og s(0) =1.

diffeq = r'(t) =—0.00002 »(¢)-s(t), s'(t) =0.00002 r(¢)-s(t) — 0.1-s(¢2)
diffeq = D(r)(t) = —0.00002 r(¢) s(¢), D(s)(z) =0.00002 r(z) s(t) — 0.1 s(¢) (3.31)

sol = dsolve ({diffeq, r(0) =10000, s(0) =1}, numeric ),
sol = proc(x_rkf45) ... end proc (3.32)

with(plots) :

odeplot(sol, [ [t, r(t), color ="Burgundy"], (¢, s(t), color ="Navy"], [¢, 10001 — r(z) —s(),
color ="LeafGreen"|], 0 ..200, legend = [ "raske", "smittede", "immune" ], size = [300, 300]);

10000 1
8000 1
6000 1
4000 -

2000 -

| raske smittede immunei

Igen ser vi, at 2000 ikke vil blive smittet og at antallet af smittede er storst netop nar halvdelen er smittede eller immune.



4 Vektorregning

4.1 Gym-pakken

with(Gym) :

I Gym-pakken er der en raekke funktioner, der gor arbejdet med vektorer mere bekvemt:

navn syntaks handling

arcalP arealP (3, Z) Beregner arealet af det parallelogram der er udspandt af a og Z

arealT arealT (Z, Z) Beregner arealet af den trekant der er udspaendt af a og Z

cart2pol pol2cart (a) Beregner a's polere koordinater

determinant determinatn (2, Z) Beregner determinanten af vektorparret a og Z

dotP dotP(E, Z) Beregner skalarproduktet af vektorparret a og Z
OBS: Skalarproduktet mellem to vektorer kan udregnes som a. Z , men denne
implementation benytter det komplekse skalarprodukt, og kan give utilsigtede resultater
i symbolske beregninger.

enhedsvektor enhedsvektor (3) Beregner en enhedsvektor ensrettet med a

tveervektor tveervektor (Z) Beregner tveervektoren til a

leengde leengde (a) Beregner leengden af a

pol2cart cart2pol ([r, v]) Beregner de cartesiske koordinater til en vektor med de polre koordinater [7, v].

projektion projektion (a, Z) Beregner projektionen af a pa b

vinkel vinkel (3, Z) Beregner vinklen mellem a og Z

I det sidste afsnit er forklaret, hvordan de enkelte kommandoer fungerer sammen med kontekstmenuen.

4.2 Indtastning af vektorer

Du taster nemmest en vektor ind i Maple vha. ulighedstegnene: < og >. Fx vil

2
a:= (2,3)=l3

definere en vektor med navnet a og koordinaterne

2

Vil du have pile over vektorerne, sa er det ogsa muligt. Der er 3 muligheder:
Accent-paletten
Du fér fat i Accents-paletten saledes (det skal du kun gere én gang):

Abn fanebladet Tools. Klik pa ikonen Show Palette og valg Accents i listen (kun et udsnit er vist):
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5 B &

Show All  Show Default Exp:
Palette v  Palettes Palettes Pa

E Favorites

& varables

& Expression

& caleulus

E Matrix

E Layout

& components

& Handwriting

& Units by Dimensionality
& Accents

& student Random Variables

Herefter vil du se paletten Accents nederst i listen over paletter i venstre side af skaermen:

W Accents

=
4

Bk
t

4

A

N
Naér du skal skrive en vektor med denne skabelon, trykker du ferst pa vektorsymbolet 4, og skabelonen indsettes. Skriv herefter
vektorens navn — du slipper ud af vektorsymbolet ved at taste pil-hejre. Fx

N 4
a:=(4,5>—[sl

OBS:

- 4 2 : . .
a= defineret ovenfor og vektoren a = har intet med hinanden at gere. Det er to forskellige vektorer.
5 3

S&, hvis du vil bruge vektorpile, sé skal du gere det konsekvent.
Matrix-paletten

Som alternativ til () i forbindelse med indtastning af en vektor, kan du benytte Matrix-paletten, hvor indstillingen skal veere som vist
her:

¥ Matrix
Rows: | 2 c l
Columns: |'| c
Type: | Customn values -]
Shape: | Any -]
Data typa: | Any -
| Insert column Vector -
o o m 1 2 1 - o o
Tryk pé Insert column Vector, og du féar en vektor skabelon som denne . a kan sé defineres séledes:
my, 1
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Command-Completition
Her kan du fa en vektorskabelon frem uden at skulle have fat i musen.
Du gor sadan her:

I en Math-mode taster du vec og derefter ESC. sa far disse valgmuligheder, hvor du skal velge den anden pa listen: vector-rightarrow

vec

Vector Vector
vectoint (combinat) (non-negative integers) combinat[ vecmim‘] ( n}
vector-rightarrow x
vector-vectorarrow X
vector (deprecated) vector

Du kan spare en masse tastearbejde ved at gere det til en vane at benytte 'command-completition' — ogsa til alle mulige andre
kommandoer.

OBS: Nar du taster, vil en tooltip poppe op, nar Maple kan identificere, hvad du er i gang med at skrive.

Vector

ved

Tast ESC, nér du ser et tooltippet, sé vil du fa en liste at vaelge fra — ellers vil den fulde kommando blive indsat, hvis tooltippet er
entydigt (her kan tasten TAB ogsé benyttes).

4.3 Regning med vektorer

Regning med vektorer gér helt som forventet

N 2
a = (2,3) =
(2,3) 3
Z _
= —4,5 =
( ) s
- -2
a+b=
8
_)
a-b=]°
-2
N 6
3a=
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Skal du have fat i en af koordinaterne for 3, fx Zl , s& skriver du pa en pc indekset med Ctrl+(Shift)+ (du skal have 3 taster i

sving for at lave indekset: Hold Ctrl og Shift nede samtidigt og tryk pd _tasten). Pa en mac taster du i stedet cmd+alt+B. Serg for, at
indekset star uden for vektorpilen:

9
a1:2

Alternativt kan du bruge skabelonen “» i Expression paletten til at lave vektor indeks med — og det skal vere den skabelon, der har

et gront a og et radt n.
Du kan naturligvis ogsa arbejde med symbolske vektorer. Og her skal du passe pa, hvis du ikke satter pile over dine vektorer.

Derfor: Sat altid pil over dine vektorer

cirkulaer reference - laes kun, hvis du ikke bruger pile over vektorerne

Du kan ikke definere en vektor v ved v := (v;, v,), hvor v; er skrevet med et indeks (som beskrevet ovenfor). Dette vil nemlig give

en cirkuler reference (der stér jo, at v's forstekoordinat er v; — altsa v's ferstekoordinat)

v i= (v, V)

Error, recursive assignment

Derimod kan du godt skrive v := (v;, v,) , hvis du benytter et sékaldt 'literal index'. Her skal du indtaste indeks som v__ (altsd

[

dobbelt understreg). Du kan ogsa benytte skabelonen: “# — her skal det veere den, hvor bade a og n er rade.

Vi

vi= ) =|
2

Det er ogsa helt fint at definere en vektor ved U= (uy, up) —hvad enten du skriver indeks pa den ene eller den anden made.

Her med vektorindeks

- Uy
u = (uy, Uy) =
U

og her med literal index — 1&g merke til, at indeks pa u i resultatet er kursiverede

— U
u = (uy, Uy) =
u;
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4.4 Punkter og stedvektorer

Det er bekvemt at beskrive punkter ved lister 4 = [a,, a,].

— —
Punktets stedvektor O4 = (a;, a,) kan da fastlegges som OA4 = (4) .

Har du givet to punkter ved 4 = (4, 7) og B= (10, 2), kan disse defineres i Maple ved
4:=1[4,7]=1[4,7]
B:=[10,2] = [10, 2]

de tilhgrende stedvektorer fastlaegges ved

— 4
04 = (4) =
7
— 10
OB = (B) =
2
_)

Vektor AB kan bestemmes ved (husk, at det er B's koordinater minus A4's koordinater):

ﬁ
B :

6
A

=5

— (B—4) =

Du kan ogsa let finde fx midtpunktet M af linjestykket AB pa denne made:

—

7
OM = ‘<A+B>= 9

2

1
2

OBS: Ofte vil du fa flere punkter i spil, og vil du definere punktet D eller O, sé& fir du problemer

D= [5,6]

Error, attempting to assign to ‘D’ which is protected. Try declaring "local D'; see ?protect for details.

Fejlmeddelelsen fortaeller, at D er et beskyttet bogstav — det benyttes i forbindelse med differentialregning. Du redde dette ved at

definere en lokal udgave af D:

local D = [5,6]

Warning, A new binding for the name "D has been created. The global instance of this name is still accessible using the :- prefix, :-'D".

See ?protect for details.

D =[5, 6]

4.1

(local D skal skrives i math-mode, selvom det maske ikke ser sadan ud. local bliver automatisk skrevet med fed skrift)

Hyvis du genberegner linjen med local D, sa forsvinder advarslen.
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Alternativt kan du fjerne beskyttelsen pd D med kommandoen

unprotect ('D')

Du skal dog vaere forsigtig her, da du siden kan fa problemer med at differentiere — det er nemlig hertil D benyttes. Sa, hvis du i en
opgave fjerner beskyttelsen pa D, sa skal du benytte kommandoen restart, inden du starter pa naeste opgave.

4.5 Laengden af en vektor

Laengden af en vektor beregnes vha. funktionen len , der findes i Gym-pakken. Her er et par eksempler pa, hvordan den virker (husk,
Gym-pakken skal veere indlast)

with(Gym) :

@ = (2,3) = lj]

lzengde(g) =13

leengde ((x,y)) =/ X+ y2
OBS

Det giver ikke mening at udregne

|a| i Maple.

4.6 Poleere koordinater
De polare koordinater for en vektor ¥ eren liste [r, u], hvor r er leengden af v og u er vinklen fra x-aksen til v (regnet med
fortegn). Naturligvis benytter vi den repraesentant for 7, der er placeret som en stedvektor.

Lag marke til, at vi bruger samme notation til polere koordinater som vi bruger til punkters koordinater — det er konteksten, der
afger, hvad der menes i en given sammenhang.

Det er ganske simpelt at omregne fra rektangulere koordinater (cartesiske koordinater) til polaere koordinater (husk, Gym-pakken skal
vere indlest):

with(Gym) :

N 2
v:=(2,3>=l3}

cart2pol (v) = [ 13, 56.309 |
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Dette viser, at lengden af v er v 13 ogat v danner en vinkel pa 56.3° med x-aksen.

Vi kan selvfalgelig ogsé g den anden vej: Hvis vi kender de poleare koordinater P =[r, u], og skal bestemme de seedvanlige
rektanguleere koordinater (cartesiske koordinater). Fx, hvis

P:=1[2,60]=[2,60]

sd bestemmes de cartesiske koordinater ved

1

J3

pol2cart (P) =

4.7 Enhedsvektor

.o . -, . . . . - -
Hvis a er en egentlig vektor, er |a| # 0, sa det giver mening at se pa vektoren -a , der er en enhedsvektor ensrettet med a . Er

[a]
fx @ = (2,3) =
sd er
2413
1 > 13
— 4=
leengde (a ) 3m

I Gym-pakken er en funktion, der klarer dette. Denne hedder enhedsvektor (eller blot ev), og fungerer saledes (husk, Gym-pakken
skal veere indlaest):

2413

13

3413

13

enhedsvektor (@) =

Lad os for en godt ordens skyld tjekke, at denne vektor har laengden 1:

laengde(<2m 3{31_3>] -1

13

4.8 Skalarprodukt

Skalarproduktet mellem to vektorer i Maple udregnes nér du taster . (punktum) mellem de to vektorer:

3

9
a = (3,4) =
3,4) 4




64 < Vektorregning

Alternativt kan du benytte 'skalarprikken'. der findes i Common Symbols-paletten. Valger du at bruge denne, vil det veere en god ide
at tilfgje den til Favorites-paletten (hgjreklik pa symbolet og vaelg 'Add to Favourites Palette'). Med skalarprikken ser det sadan ud —
og det virker pa negjagtig samme made som punktum notationen:

_)
a+b =23

Du kan selvfolgelig ogsé regne med symbolske koordinater — dog ikke helt uproblematisk

2¢
Z:=<2t,5>=[ 5

5

b
= 5’ 2) =
5,2)=|,

_)
2.b=10+107

Problemet er, at Maple arbejder med de komplekse tal, hvor du skal arbejde med de reelle tal. I Gym-pakken finder du en funktion, der
loser dette problem (husk, at Gym-pakken skal vaere indlaest):

dotP(2.5) =10 + 10 ¢

— 58 brug punktum-notationen eller skalarprikken, hvis du arbejder med konkrete (tal) koordinater — dotP, hvis der er en eller flere
symbolske koordinater.

Du kan naturligvis ogsa valge at bruge dotP i begge tilfelde, men det kreever, at Gym-pakken er indlaest (det gor punktum-notationen
og skalarprikken ikke).

Eksempel - ortogonale vektorer

9
Bestem tallet ¢, siledes at vektorerne a= (1,2t + 1) og b =(¢t,—10) er ortogonale:

with(Gym) :
a=(1,2t+1) =
2¢t+1
Z 10
= t,— =
( ) 10

solve(dotP(Z, ;))) =0, t)

_ 10 4.2)

19

10
Dvs., at for t=— —— er vektorerne ortogonale.

19
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4.9 Vinkel mellem to vektorer
b

Det er ganske nemt at finde vinklen mellem to vektorer vha. formlen: cos(v) = ﬁ .
al|b

N - N -
Hvis fx a =(1,7) og b = (—3, 4), bestemmes vinklen mellem a og b siledes:

N 1
a = (1,7) = l7

-3
4

9
b :

(=3, 4) =

unassign ('v')
(v renses her, da den har en verdi fra tidligere)

Indlees Gym-pakken (hvis diu ikke allerede har den indlast) for at kunne benytte Cos til at 1fd en losning i grader:

%
N
a.b

Cos(v) = [ ] Ve Y, [[v = 45.00000000 1]

_)
leengde (@) - lengde (b )

I Gym-pakken finder du funktionen vinkel, der automatiserer beregningen:

vinkel(g, Z) = 45.

4.10 Projektion af vektor pa vektor

_)
Pa figuren nedenfor er ; den vinkelrette projektionen af a pa b.

4

(SR

SN

- > a Z g
p kan beregnes vha. formlen p = a|_,|2 b
b
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Lad os se, hvordan det fungerer i et eksempel:

N -
Find projektionen af a = (3,2) pad b =(3,4).

with(Gym) :
d=(3,2) =
2
9
b= (3,4) =
4
5 Sl
- a.b > 25
p = S>ab =
Iaengde(b) 68
25

Det kan vare meget bekvemt at fa automatiseret projektionen af en vektor pa en vektor. Det klarer funktionen projektion , der findes i
Gym-pakken:

- og projektionen af b pa a finder du saledes:

st
13

34
13

proj(b,) =

4.11 Tveervektor

Tvarvektorbegrebet findes ikke i Maple — det findes faktisk kun i det danske gymnasium. I Gym-pakken er tvervektor implementeret
som funktionen hat, og virker sddan her (husk, Gym-pakken skal veere indlaest):

with(Gym) :
2
@ = (2,3) =
3
N _3
tveervektor (a) = )

OBS:
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Du kan skrive symbolet for en tvaervektor med Accents-paletten. Her skal du benytte skabelonen nederst til hgjre (med tooltip: 'hat

over')

Du kan fx bruge symbolet sadan her:

2
a = (2,3) =
3
A - -3
a = tveervektor(a) =
2

Hvis du ikke har Accents-paletten, sé ga til fanebladet Palettes og klik pd Show Palette. V&lg Accents i den liste, der kommer frem.

4.12 Determinant
Determinant er indbygget i Maple, men ikke helt gearet til vores brug. Defor 'redefineres' den i Gym-pakken.

Den hedder determinant , og virker helt som forventet (husk, at Gym-pakken skal vere indlaest):

with(Gym) :
T=w-n=|*

-1
9
b= (3,-2)= 3

-2

_)

determinant(?z), b) = =5

Du kan naturligvis ogsa bruge definitionen direkte:

_)
tveervektor (Z) b =-=5

Eksempel: Brug af determinant

9
Der er for ethvert ¢ givet to vektorer ved a= t—2,2Y0gb=3B3t—1,24+1%).

Undersog om der findes vaerdier af ¢ for hvilke de to vektorer er parallelle.

with(Gym) :

a=(t—2,2)=
( ) l 5

3t—1
2+t

Sk s

=@3t—1,24+1n =
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5 o

determinant(a, b) =—6t+2+(t—2)(12+1)

solve (determinant (?1), 7))) =0, t)
34+y11,3—=y11 (4.3)

_)
Heraf ses, at de a og b erparallelle, nar r=3 +/ 11 eller t=3 —/ 11 .

4.13 Areal

I Gym-pakken er implementeret to funktioner arealP , der beregner arealet af et parallelogram, og arealT , der beregner arealet af en
trekant udspaendt af to vektorer.

Arealfunktionerne virker helt som forventet (husk, at Gym-pakken skal vare indlast):

with(Gym) :

7= 1| *
—1

9

b= (3,-2)=| °
-2

areaIP(:z), Z) =5

—>_>) 5

arealT(a, b)=—
Eksempel: Brug af arealT
N -
Der er for ethvert ¢ givet to vektorerved a = (¢t —2,2 ) og b=(3t— 1,2 +1).
N -
Undersgg om der findes veerdier af ¢ for hvilke trekanten, der udspaendes af a og b, har arealet 2.
with(Gym) :

-
a

e u_aay |2
'_<t_ > >_ 9

3t—1

-
b=03t—-12+1t-=
2+t

J(=6t+24+ (1—2) (2 +1))*

arealT(Z, Z) = ?
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solve(arealT(?z), Z) =2, t)

3—-J7,3+J7,3-J15,3+/15 (4.4)

_)
. -
For ovenstaende verdier af ¢, har trekanten, der udspaendes af a og b, arealet 2.

4.14 Brug af kontekstmenuen

Alle Gym-pakkens kommandoer er tilgengelige fra kontekstmenuen. Sa snart markeren placeres pa en vektor eller et par af vektorer
(adskilt af komma), vil Gym-knappen komme frem i kontekstmenuen.

For at se dette, indlaeser vi forst Gym-pakken og definerer to vektorer:

with(Gym) :
a= (2,3):
Z = (—=2,4):

Klikker vi pa én vektor, ses denne menu, der indeholder det, man kan gere ved en enkelt vektor:

Gym
Deskriptiv statistik >
Funktioner >

Konfidensinterval »

Regressioner >

Statistiske tests 3

Vektorregning > cart2pol

ol enhedsvektor
laengde
tvaervektor

Klikker vi pa et par af vektorer, ses denne menu:

a,b
Gym
Deskriptiv statistik »
Geometri >
Regressioner b3
Residualanalyse »
Statistiske tests  »
'Velf:torragning > | arealP
2-U Matn arealT
determinant
projektion
skalarprodukt

vinkel
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Eksempler med én vektor:

—  leengde
a—— 13

—  enhedsvektor 13
a ———
313
13
—  tvervektor -3
a
2

@ <l [ 1356309 |

Der er blot én kommando pol2cart , vi ikke har set, men det skyldes, at man her skal klikke pa en liste med 2 elementer

S
olZcar 2
[5,60] 22£,
53

N

Eksempler med to vektorer

- .
e vinkel
a,b

— 60.25511873

dotP

Y
S
oo

Z determinant

14

]

b

— 7 projektion 5
a, b

|

=
e areall

a,b 14

7 areall
b

7

N
a,

|

Alle kommandoer virker ogsa med de aktuelle koordinater indsat. Fx
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leengde

(=3,5) —%5 [34

vinkel

4,5), (—3,—7) 25 164.5387823



5 Analytisk geometri 1 2D

5.1 Parameterfremstilling for en ret linje

Naér du skal regne opgaver med vektorer, skal du indleese pakken Gym , som det sker i linjen nedenfor. Herefter vil alle funktionerne

arealP, arealT, cart, ... vere tilgengelige.
with(Gym) :

I Maple er det mest bekvemt at beskrive en parameterfremstilling for en ret linje som en funktion /: R—R?, dvs. som en funktion, der

til et reelt tal knytter et reelt talpar — altsa en vektor.

En parameterfremstilling er fastlagt ud fra et ankerpunkt P, og en retningsvektor 7.

10

8.

En parameterfremstilling for linjen ovenfor er

y

I Maple defineres denne parameterfremstilling som en funktion ved:
I(2) = (0,1) + (2, 3)

I=1t~{0,1) +¢(2,3) (5.1)

Beregn [(¢), og du far dette output:

2t
1+3¢

I(t) =

Parametervardier beregner du séledes, fx:

72
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Linjen tegnes med kommandoen vekforPlot fra Gym-pakken:

vektorPlot (I(t), t=—3 ..3, gridlines)

Eksempel

Bestem en parameterfremstilling for den rette linje, der gar gennem punkterne P(—3, 4) og Q(7, 13).

Forst bestemmes en retningsvektor for linjen:

P:=[-3,4]:

Q:=1[7,13]:

Po=(0-P)=|"
9

Hvis vi bruger P som et punkt pa linjen, bliver en parameterfremstilling:

(x,7) = (P) + t-PQ

x| _ —-3+10¢ 52)
y 4+4+9¢

Lesning med Gym-pakken:

with(Gym) :

linje([ =3, 4], [7,13],¢)
x| _ —-3+10¢ 53)
y 44+9¢

eller ved at bruge navnene pa punkterne:

linje(P, Q, t)
x| -3 +10¢ (5.4)
y 4+9¢
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5.2 Skeering mellem to linjer givet ved parameterfremstillinger
I(1) = (5,—2) +1-(1,2)

l=1tw (5 —2)+1¢t(,2) (5.5)
m(t) == (3,1) + - (=2, 4)

m:==t~(3,1)+¢t(=2,4) (5.6)

For god ordens skyld skal vi lige tjekke, om de to linjer skeerer hinanden:
with(Gym) :

determinant ({1,2), (—2,4)) = 8

Da determinaten er forskellig fra 0, er de to retningsvektorer ikke parallelle, og de to linjer ma derfor have et skeringspunkt.

vektorPlot ([ [1(¢), color ="Burgundy" |, [m(t), t=—3 ..2, color = "Navy" ||, gridlines)

10

Det smarte ved at 'hardcode' linjernes farver er, at du sa ved, at / er den rede og m er den bla.

Nar skeringspunktet skal beregnes, skal du passe lidt pa. Opfattes de to linjer som banekurven for to partiklers bevagelse, vil en

losning til ligningen [(#) = m(¢) veere et punkt, hvor de to partikler befinder sig til samme tidspunkt, og det behever der jo ikke at vere
— selvom de to banekurver skarer hinanden.

I stedet skal du parametrisere med to forskellige tidsparametre s og ¢, og lese ligningen

I(t) =m(s)

3—-2¢s
1+4s

5+¢
—2+2t

(5.7)

Der er et system bestdende af to ligninger med to ubekendte
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5+t=3—-2s
—2+2t=1+4s

Dette system kan loses med

solve ({5 +t=3—2s,—2+2t=1+4s}, {s,t})

Maples solve-kommando kan ogsé lase vektorligninger direkte:

-]
8’ 4

Skeeringspunktet bestemmes da ved at indsette ¢ = — % il(¢) (eller s=— % im(s)):

solve (I(t) =m(s))

Skaringspunktet bliver dermed ( %, - % j .

5.3 Linjens ligning

Ligningen for en ret linje er fastlagt ved et ankerpunkt P, og en normalvektor n:
8 -

6_

S

Hvis Py = (X, ) og normalvektoren er n= , kan linjens ligning skrives pa formen

a (x—xp) +b-(y—y)=0

(5.8)

(5.9)
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I et konkret eksempel kan du blot indsatte verdier i denne ligning.

Lad os se pé et eksempel:

En linje gér gennem punktet Py(0, 1) og har normalvektoren 7= [

=3 (x—0)+2-(y—1)=0

Du kan nemt omskrive ligningen for / til den traditionelle form y =a-x + b séledes:

—3x+2y—2=0

1solate tor y

—3x+2y—2=0

. Linjens ligning bliver da:

(5.10)

Du kan tegne grafen for en ret linje vha. plot, men kun hvis linjen er er givet ved et funktionsudtryk pa formen f(x) =a-x + b, idet

plot kun tegner funktionsgrafer og parametriske plots.

Hvis du vil tegne efter ligningen a-x + b-y + ¢ =0, kan du blot traekke hele ligningen ind i et tomt koordinatsystem:

Indsat et tomt koordinatsystem ved at ga til Insert fanen og klik pa knappen

Treek ligningen —3 x + 2 y — 2 =0 ind i det tomme koordinatsystem:

10 1

—10-

Hvis du hgjreklikker i plottet, sa far du en masse muligheder for at justere plottet. De samme muligheder kommer frem i

kontekstpanelet til hejre:

[[] Scaling Constrained
Reset view
Style

Symbol

Line

Color
Transparency
Axes

Legend

Title
Manipulator
Probe Info
Export



77 + Analytisk geometri 1 2D

Eksempel

Bestem en ligning for en ret linje, der gar gennem punkterne A =(—2, 1) og B=(2, 3).

For at bestemme en ligning for en linje, skal vi have et punkt og en normalvektor. Vi definerer forst de to punkter (som lister):

with(Gym) :
A=[-2,11=[-2,1]
B:=1[2,3]=1[2,3]

En retningsvektor for linjen bestemmes ud fra de to punkter:

N
AB = (B—A) =
2

Tvarvektoren hertil er en normalvektor for linjen:

N
n = tvervektor (AB)

Linjens ligning bliver hermed
—2(x = (=2)) +4(y = 1) =0
—2x—8+4y=0
der ved division med —2 kan reducerestil x —2y +4=0
Med Gym-pakken
Med kommandoen linje fra Gym-pakken gér det noget nemmere:
linje(A4, B)

-x
y=s +2

Her fas ligningen pa en form (om muligt), hvor y er isoleret pa venstre side.

5.4 Skeering mellem to linjer givet ved ligninger

Skal du finde skaringspunktet mellem to linjer (givet ved ligninger):
I=3x+5y—7=0

[=3x+5y—7=0
m=2x—3y+6=0

m:=2x—3y+6=0

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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hvor linjerne er navngivet som / og m, hhv.
Forst tjekker du, om de to normalvektorer er parallelle (ved at se, om linjernes normalvektorer er parallelle):
det((3,5), (2,—3)) = —19

Da determinanten er forskellig fra 0, er de to normalvektorer ikke parallelle, og linjerne har et skaringspunkt. Dette bestemmes
saledes:

solve ({I, m}, {x,y})

9 32
=—Z === 5.16
S CREGNT } (316
Du kan hurtigt lave et plot af de to linjer ved at trackke dem til et tomt koordinatsystem (pas pa, at du ikke far / := og m = med nar
du treekker):
5 10
5.5 Afstand fra punkt til linje
Linjen givet ved en ligning
Formlen for afstanden fra et punkt P(x;, y;) til en linjen med ligningen /:a-x + by + ¢ =0 er:
Xy + by +
dist(P, 1) = 12T bt
Ja* + b?
Denne formel kan benyttes direkte — fx séledes:
Find afstanden fra punktet P = (4, 5) til linjen med ligningen 3 x—4y — 8 =0:
I=3x—4y—8=0
I=3x—4y—8=0 (5.17)

|subs ({x =4,y =51}, lhs(l))|
leengde ((3, 4))

dist ==

. 16 5.18
dist 5 (5.18)
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Med Gym-pakken (afstand):
Her kan afstanden findes med kommandoen afstand :
with(Gym) :

afstand ([4,5],3x — 4y —8=0) = %

Lidt panere vil de se ud, hvis punktet og ligningen defineres forst:
P:=[4,5]:
l=3x—4y—8=0:

afstand (P, 1) = %

Linjen givet ved en parameterfremstilling

Hvis linjen i stedet er givet ved en parameterfremstillingen
<x’y> = <0’_2> + ¢t <8, 6>

8¢
—-2+6t

. (5.19)

y

kan du naturligvis omskrive parameterfremstillingen til en ligning for linjen og bruge ovenstdende metode, men du kan ogsa benytte
projektion til at finde afstanden med:

Pa figuren er

0 = [0,—2]:

et punkt pé linjen
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7= (8,6):
linjens retningsvektor
P:=[4,5]:

det givne punkt.

Desuden er projektionen af QP pé 7 vist, hvor

4
7

0F = (P-0) -

Afstanden fra punktet P til linjen er lig med lengden af PR.

Af figuren ses, at

—

— —
OP + PR=QR

der ved omskrivning giver

— —

PR=0QR — QP

—_— —_— N
og da QR er projektionen af QP pé r, fas:

48
—> - - 25
PR = projektion (QP, ?) —QP =
64
S 25

leengde (ITR)) = %

Med Gym-pakken (afstand):
P:=1[4,5]:
I(t) == (0,—2) +¢(8,6)
[=1t~ (0, —2) +¢(8,06)
Afstanden fra P til / findes ved

afstand (P, (1)) = %

Punkt og parameterfremstilling kan settes direkte ind i kommandoen

afitand ([4, 5], (x,y) = (0,—2) +t-(8,6)) = %

eller kort

afstand ([4, 5], (0,—2) + ¢ (8, 6)) = %

(5.20)
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5.6 Afstand mellem to parallelle linjer

Linjerne er givet ved ligninger

Vi kan benytte formlen for afstanden fra et punkt til en linje til at finde afstanden mellem de to parallelle linjer givet ved disse
ligninger:

I'=2x—y+1=0

I=2x—y+1=0 (5.21)
m:=2x—y+5=0

m=2x—y+5=0 (5.22)
Ideen er at finde et punkt pa en af linjerne og herefter bestemme afstanden fra dette punkt til den anden linje.

Seetter vi x =0 1 [, ser vi, at y =1. S& vi har punktet pa /:

P:=10,1]=[0,1]
Vi finder sé afstanden til m ved hjelp af afstandsformlen:

_ lsubs({x=0,y =1}, lhs(m))|

dist lengde ((2,—1))

dist = 45 (5.23)

Med Gym-pakken (afstand)

with(Gym) :

afitand(2x —y +1=0,2x —y +5=0) = 4?

Linjerne er givet ved parameterfremstillinger
with(Gym) :
I(t) ==40,1) +1¢(1,2)
=1t~ (0,1) +¢(1,2) (5.24)
m(t) == (0,5) +¢(1,2)
m =t (0,5) + ¢ (1,2) (5.25)
Som punkt veelger vi (0, 1) pa linjen I, og definerer
P=10,11=10,1]
og vi skal finde afstanden fra P til linjen m. Hertil skal vi bruge et punkt Q pa m og en retningsvektor 7 for m:

Q:=10,5]=10,5]
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ri=(1,2) =
2

Vi kan nu bruge nejagtig den samme fremgangamade, som vi benyttede i ovenstaende afsnit 'Afstand fra punkt til linje
(parameterfremstilling)'. Hertil finder vi forst

—

op=(P-0)-| °

—4

og udregner
— —>
projektion (QP, 7) —QP =

Laengden af denne vektor er sé afstanden mellem / og m:

ot = _8 4
dlst—lazngde[< 5> 5>j

dist= 45 (5.26)

Med Gym-pakken (afstand):

afstand (1(£), m(£)) = @

5.7 Cirklens ligning

Det er en simpel sag at opskrive ligningen for en cirkel med centrum C(a, b) og radius » pa formen:
(x—a)+ (y—b)=r
(x —a)®+ (y—b)2=r2 (5.27)

Men hvordan kommer vi den anden vej? Altsa, hvis vi ikke har en cirkel givet ved ovenstdende udtryk (serg altid for at have 0 pa
hgjresiden). Fx:

X +y +6x—14y+54=0
X+ +6x—14y+54=0 (5.28)
hvordan finder vi s centrum og radius?

Klik pa cirkelligningen, og valg Complete Square > x fra kontekstmenuen og dernaest Complete Square > y:

complete square complete square

X+ +6x—14y+54=0 (y=77+x+6x+5=0 (x+3)>+(y—-77—-4=0

Heraf folger, at (—3, 7) ogradius =4 =2.
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OBS: Serg altid for, at du har 0 pa hgjresiden inden du bruger Complete Square. Og var opmarksom pé, at rekkefolgen af
kvadraterne ikke altid folger standarden.

Med Gym-pakken

Her udferes det hele med én kommando og leddene stir som i standardformen:
with(Gym) :

omskrivCirkel (x* +1* + 6 x — 14 y + 54 =0)

(x+3)"+ (y—7)"=4 (5:29)

5.8 Tegning af en cirkel

Du kan let tegne en cirkel ved at treekke cirklens ligning (den blé ligning) til et tomt koordinatsystem, du indsatter med knappen

2-D .
plot , som du finder i Insert fanebladet.

(x=2)*+ (y —3)*=25

(x=2)+ (y —3)%=25 (5.30)

Hvis du traekker flere cirkelligninger eller ligningen for en linje til det samme koordinatsystem, vil du se, at tegningen reskaleres,

sé cirklerne bliver egformede. Dette kan du reparere ved at klikke i koordinatsystemet og vaelge Scaling constrained fra
kontekstmenuen.

Det er ligegyldigt om den cirkelligning, du traekker til det tomme plot, er pa standardform eller ej. Du vil fa tegnet cirklen:
X +y —d4x—6y—12=0

¥+ —4x—6y—12=0 (5.31)
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Det eneste problem er, at hvis cirklen falder uden for vinduet [-10..10,-10..10], sa plottes intet.

Med Gym-pakken:
Med kommandoen plotCirkel kan du plotte enhver cirkel — ogsé selvom den falder uden for standardvinduet:
with(Gym) :

plotCirkel (x* +y* — 40 x + 70 y + 1576 =0)

14 16 18 20 22 24 26

_28_

—301

—324

—134-

y ®

—36

— 381

—40-

—42-

Her kan vi aflase, at cirklen har centrum i (20, 35) og radius er 7.

Hvis dit plot skal indeholde mere end en enkelt cirkel, s& er du nedt til at benytte et implicit plot — las mere om dette nedenfor.
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implicitplot

Hvis du vil 'hardcode' dit plot, sé skal du bruge implicitplot fra plots -pakken. Se detaljer om denne i online hjalpen (skriv fx
Yimplicitplot for at kalde specifik hjelp frem).

Kommandoen implicitplot plotter ligninger — i modsatning til plot, der plotter funktionsudtryk. Du kan plotte flere ligninger i samme
kommando ved at pakke ligningerne sammen med [ ].

Vi vil tegne cirklen
CLI = (x —2)*+ (y —3)*=25

CLI = (x —2)*+ (y —3)*=25 (5.32)
with(plots) :

implicitplot (CL1, x =—10 ..10, y =—10 ..10, scaling = constrained )

Lad os preve i samme system at plotte (det er ligegyldigt, hvilken form cirklens ligning har):
CL2 =x"+2x+5+)y" —4y=8
CL2 :=x*+y* +2x—4y+5=8 (5.33)

implicitplot([CLI, CL2], x=—10..10, y=—10 ..10, scaling = constrained, color
= ["Burgundy", "Navy"])
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For at kunne lave pane plots er det en fordel kende centrum og radius. Hvis du plotter denne cirkel
CL3 =x"+y*—40x — 60 y + 1275 =0
CL3 =x"+3y*—40x — 60 y + 1275 =0 (5.34)

i samme vindue som vi har brugt i de to eksempler ovenfor, vil du intet se. I sddanne tilfzelde kan det vaere smart at udvide vinduet
betragteligt, fx

implicitplot (CL3, x =—100 ..100, y =—100 ..100, scaling = constrained )

34

321

¥ 304

284

261

— og det kom der jo et fornuftigt plot ud af. Herefter kan du sa, hvis du skal have flere ting med i plottet, begraense vinduet pa en sddan
made, at vinduet [15 ..25, 25 ..35] er en del af det valgte vindue.
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5.9 Skzering mellem linje og cirkel

Dette er meget simpelt, hvis linjen er givet ved en ligning:

CL:= (x—2)+ (y—3)*=25

L=x+2y+2=0

L=x+2y+2=0

I‘E‘ﬁ

Indszt et tomt koordinatsystem med e 0g traek de to ligninger til koordinatsystemet:

-
£

og velg Scaling Constrained i kontekstmenuen:

10-
y
5/_3
~10 s ; 10
% 1
_5-
_10-

(5.35)

(5.36)
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Tegning med implicitplot
Kommandoen hard-codes séledes:
with(plots) :

implicitplot([CL, L], x =—5..7, y =—5..10, scaling = constrained, numpoints = 2000, color
= ["Burgundy", "Navy"], gridlines)

For at finde skeeringspunkterne lgses:
solve ({CL, L}, {x, y})
{x=-=2,y=0}, {x=2,y=-2} (5.37)

Pé tegningen ses, at det passer meget godt.

Hvis den samme linje er givet ved en parameterfremstilling er det en smule mere kompliceret at finde skaringspunkterne:
(1) = (6,—4) + 1 (4,—2)

I=1tw (6, —4) +t (4, —2) (5.38)

Forst indsettes linjens parameterfremstilling i cirklens ligning - dvs: x =6 + 4 t og y =—4 — 2 ¢ indsattes i cirklens ligning, og der

loses med hensyn til ¢:
subs({x=6 +4t,y=—4 —21t},CL)

(4+48)2+(=7—-21)%=25 (5.39)
{t=—1}, {t=-2}

Skeeringspunkterne finder du ved at indsatte hhv. #=—2 og t=—1 i parameterfremstillingen.
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Skaeringspunkterne er altsa (2,—2) og (—2,0).

Alternativt: For at bevare forbindelsen til parameterfremstillingen /, kan indsatte linjens parameterfremstilling i cirklens ligning
saledes

subs ({x=1(t);,y =1(t),}, CL)
(4+40)>+ (=7—21)7=25 (5.40)
solve
{t=—1}, {t=-2} (5.41)

Fordelen ved denne metode er, at hvis du laver @ndringer i din parameterfremstilling, sa behaver du blot at genberegne solve-

kommandoerne, idet &endringer automatisk viderefores med referencerne I(z); og I(),.
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6.1 Vektorregning i 3D

Arbejdet med vektorer i 3D i Maple foregar stort set som i 2D — blot har vektorerne her en komponent mere. Indtastningen foregar
saledes:

a;

N
a = <a19 a, a3> = a
as

hvor de kantede parenteser laves vha < og > direkte fra tastaturet, og indeks pa vektorens koordinater laves med Ctrl+(Shift)+ (mac:
cmd+alt+B)

Nogle af rutinerne fra Gym-pakken virker ogsé i 3D: dotP, len, proj, enhedsvektor , arealP , arealT og vinkel . Fx findes leengden

af ?z) saledes
with(Gym) :

lengde (a) = [d + & + a4}

og skalarproduktet mellem to vektorer:
_)
= (a1, a3, a3) 1 b = (by, by, by) :

%
dotP(Z,b) :a1b1+a2b2+a3b3

Eksempel 1

En trekant har vinkelspidserne A(1, 5,7), B(—3,2,3) og C(4, 10,—2). Tegn trekanten, og bestem sideleengder og vinkler i
trekanten.

Som tidligere beskriver vi punkterne med lister:

A:=11,5,7]:B:=[-3,2,3]:C:= [4,10,—2]:

_ —4

AB = (B—A4)=| =3
—4
7

ﬁ

BC:= (C—B) = 8
-5
3

ﬁ

AC:=(C—-4)=| 5
-9

90
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with(Gym) :
leengde (E) =41
leengde (A_C)’) =115

N
leengde (BC) = 138

LA:

— —>
vinkel (4B, AC) = 82.46860070

/B:

—_— —
vinkel(— 4B, BC) = 64.82271163

£LC

—_ —
vinkel(— AC,—BC) = 32.70868776

Lag maerke til, at nar en vinkel bestemmes, da 'udgar' vektorerne fra den pagaldende vinkel. Det er en meget god metode til at sikre,
at det er de indre vinkler, vi far beregnet. I en opgave som denne er det vigtigt, at man tjekker, at vinkelsummen faktisk er 180.
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6.2 Krydsproduktet

Krydsproduktet er implementeret i Maple vha. x fra Common Symbols paletten

N -

a = (ay, ay az) 1 b = (by, by, bs) :
ay by —az b,

N

axb= —a1b3+a3b1

a; b, —a, b,

> o5 7 > 5 7
Lad os lige checke, at dette x -produkt opfylder,at @ L a x b ogb L a x b

with(Gym) :
- simplr
dotP(d, (@ x b)) = ay (ay by — a3 by) +a, (—ay by + a3 by) +as (a1 b, — ay by) £ 0

Py Py simplr
dotp(b, (@ x b)) = by (ay b3 — a3 by) + by (—ay by + a3 by) + by (a1 by — a, by) £ 0

6.3 Teoretiske overvejelser vedr. krydsproduktet

Hvis krydsproduktet mellem to vektorer defineres som ovenfor, virker det let som en &benbaring, sa lad os se, hvordan vi let kan regne
os frem til noget der ligner krydsproduktet.

. . . . -> g
Hvis vi har givet to (egentlige og ikke-parallelle) vektorer a og b :

-

= (ay, a, az) 1 b = (by, by, by) :

-
a

og ensker at finde en vektor

9
X = <x19 X2, x3> :

S o PO
der er ortogonal til sével @ som b , s& ma skalarprodukterne vare 0. Dvs

dotP(d,x) =0

ap X, +azx2 +a3X3=O (61)

9
dotP(b,%) =0
bl X1 + bz Xy + b3 X3 =0 (62)

Vi far herved et ligningssystem bestdende af to ligninger med tre ubekendte. Til dette system er der uendeligt mange lgsninger, men
hvis vi holder fx x; fast pa en valgt (vilkarlig) veerdi, sa far vi et ligningssystem bestaende af to ligninger med to ubekendte. Vi s&tter

derfor x; =t ind i ligningssystemet:
subs (x;=t, (1.3.1) )

ta3+a1x1 +a2x2=0 (63)
subs (x;=t,(1.3.2))

tb3+b1x1 +b2X2=0 (64)
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og leser med hensyn til x; og x,:

solve({(1.3.3), 1.3.4) }, {x, x,})

= J (aalzblla__aajlf’lz) = — J (a¢111bl723_—a023bb11) 6.5)
Da der er frit valg med hensyn til ¢, kan vi jo lige s& godt vaelge et ¢, der giver pane koordinater
subs (t=a, b, — a, by, (1.3.5))
{x1=a,b; — a3 by, x,= —a, by + a; by} (6.6)

6.4 Beviser med Maple

I Maple er det ganske simpelt at lave nogle af de beregningstunge koordinatudregninger i forbindelse med regneregler for
krydsprodukt:

1 - -
ZX<b+?)=be+3X?
2 - - -
t(ZXb)=t~Z><b=ZXt-b
3 - -
axb=—bxd
4. > > > > -
axo= aXxXxo=o

ST )

- g -
a = <(11, a, ll3> 1b = <b19 b29 b3> ‘e = <cls €2 03> :

Bevis for 1:

_)
Zx(b—l-c)
a, (b3 + 03) — aj (bz + Cz)
—a; (b3 + C3) + as (bl + Cl) (67)
a; (b2 + Cz) — a, (bl + Cl)
- 7 S >
axb+axc

a2b3+a2C3_a3b2_a3C2
—a b3 —a;C3 + as bl + as Cq (68)

a1b2+al(:2_azb1_azcl
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(1.4.1) —(1.4.2) "2V

Bevis for 5.

laengde(Z X 3)2

(a2 b3 — aj b2)2 + (_al b3 + as b1)2 + (al b2 — a b1)2 (69)

len(Z)z-len(l_;)2 - dotP(Z, 3)2

(ai + a3 + a3) (b} + b3 + b3) — (a1 by + ay by + a3 b3)? (6.10)

(1.4.3) —(1.4.4) "2 0
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7.1 Parameterfremstilling for en ret linje i rummet

Beskrivelse, eksempel og plot

I Maple er det mest bekvemt at beskrive en parameterfremstilling for en ret linje som en funktion / : R—>R3, dvs., som en funktion, der
til et reelt tal knytter et reelt triple - altsa en 3D-vektor.

En parameterfremstilling er fastlagt ud fra et ankerpunkt P, og en retningsvektor 7. Fx
I(¢) == (1,2,5) +t(=2,2,—1)

=t (1,2,5)+¢t(=2,2, —1) (7.1

hvor 7 = (—2,2,—1) og P,=[1,2, 5].

Tl
- -8
- -a ~F
T L
T %T"’w
[ i

Parametervaerdier beregner du saledes, fx:

Parameterfremstillinger tegnes med spacecurve-kommandoen (der ligger i plots-pakken). Syntaksen er
spacecurve ([x(t), y(t), z(¢) ], t = min ..max, options )
Desverre er det ikke muligt at fodre spacecurve direkte med parameterfremstillingen:

with(plots) :
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spacecurve([1(t), I(t)y, I(t)3], t=—35 .5, axes = normal, color = "Burgundy", thickness = 3,
size = [400, 400]

Skazering mellem to linjer givet ved parameterfremstillinger

I(t) = (6,2,1) +¢(3,2,3)

I=1tm(6,2,1) +1(3,2,3) (7.2)
m(t) = (4,2,1) +¢(1,2,3)

m:=1t~{4,2,1) +¢t(,2,3) (7.3)

For god ordens skyld skal vi lige checke, om de to linjer er parallelle eller ssmmenfaldende. Det ses umiddelbart, at de to
retningsvektorer (3,2, 3) og (1, 2, 3) ikke er proportionale, og derfor ikke parallelle.

with (plots) :

11 := spacecurve([l(t),, [(t),, [(t)3], t=—5..5, color = "Burgundy", thickness =3) :

12 == spacecurve([m(t);, m(t),, m(t);], t=—>5..5, color ="Navy", thickness =3) :

display([11, 12], axes = normal, orientation = [55, 75, 0], labels = [x, y, z], labelfont = [ times,
20], size = [500, 500])

(7.4)
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Nar skeringspunktet skal beregnes, skal du passe lidt pa. Opfattes de to linjer som banekurven for to partiklers beveagelse, vil en

losning til ligningen [(z) = m(¢) veere et punkt, hvor de to partikler befinder sig til samme tidspunkt, og det behaver der jo ikke at veere
selvom de to banekurver skarer hinanden (men det sker her — se nedenfor)

I stedet skal du parametrisere med to forskellige tidsparametre s og ¢, og lase
solve (I(t) =m(s))
{s=—-1,t=—-1} (7.5)

Skeeringspunktet bestemmes da ved at indsette £=—1 1 I(z) (eller s=—1 i m(s)):

Afstand fra punkt til linje

Afstanden fra et punkt P til linjen / er bestemt ved formlen

7 x PP|
3

hvor P, er et punkt pa linjen / og 7 eren retningsvektor for linjen /.
Vi vil her bruge formlen til at finde afstanden fra
P:=13,54]=1[3,5,4]

til linjen / med parameterfremstillingen

I = <x,yaz> = <45_3: 5> +t <25_35_1>

x 442t
I'=1y|=| =3-3¢ (7.6)
z 5—1t
Som P, kan vi bruge punktet
P,=1[4,-3,5]=[4, —3,5]
og en retningsvektor kan vi direkte afleese til
7= (2,-3,—1)
2
ri=| -3 (7.7)
-1

Vi satter ind i formlen:

with(Gym) :
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dist — leengde (7) x (P — Py))

leengde (7)
iy = LB TE 09
Med Gym-pakken (afstand)
afstand (P, 1)
V299 (14 (7.9)
14

Afstand mellem to parallelle linjer

Til at bestemme afstanden mellem to parallelle linjer givet ved parameterfremstillinger kan vi benytte metoden til at bestemme
afstanden fra et punkt til en linje. Vi kan blot vaelge et punkt pa den ene linje og bruge denne til at finde afstanden til den anden linje.

Lad os se pa et konkret eksempel:
with(Gym) :
= (x,y,2)=(1,2,0) +¢(3,4,—1):
m:= (x,y,z)=(—3,4,2) +t(6,8,—2):
Det er let at se, at linjerne er parallelle, idet koordinatsettene til de to retningsvektorer er proportionale: (6, 8, —2)=2-(3,4,—1).
Vi velger et punkt P pa ! (ankerpunktet):
P:=11,2,0]=11,2,0]
Som P, kan vi bruge punktet
Py=1[-3,4,2]1=[-3,4,2]
og en retningsvektorfor m kan vi direkte afleese til
6
ri=1(6,8-2)=| 8
-2
Vi saetter ind i formlen:

leengde (7 x (P — Py))
dist = —
leengde (7)

dist = 73 V26 (7.10)

13

Med Gym-pakken (afstand)

afstand (1, m) = 771378
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hvilket er det samme resultat som ovenfor. I kommandoen afstand sker en simplifikation (med simplify ), som ikke sker i den direkte
udregning:

743 26 smpuy 7./78
13

13

Afstand mellem to vindskaeve linjer
Vindskeve linjer er linjer, der hverken skarer hinanden eller er parallelle.

Formlen til bestemmelse af afstanden mellem to vindskeve linjer /; og I, er denne:

- - . -> > o>
Lad r; og r, betegne de retningsvektorerne for /; og [, hhv. Seet n =r; x r,.

Lad P og QO betegne vilkarlige punkter pé /; og [, hhv.

Afstanden mellem de to linjer er da bestemt ved

5 —
dist(l, L) = |”|‘n_fTQ|

Lad os se pé et konkret eksempel

l; = (x,9,2z)=(0,0,3) +¢(5,3,-2):
I = (x,y,2)=(0,0,3) +¢(5,3,-2):
Vi veelger de to ankerpunkter som P og QO :
P:=10,0,3]=10,0,3]
0:=1[2,0,0]=12,0,0]

og de to retningvektorer kan direkte aflaeses:

5
rn=1(53,-2)=1 3

-2

-3

r=1(-3,3,00=| 3
0

Vi udregner:

PO=(Q-P=| 0

)
ii

)

24
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og indsatter i formlen:

5 —
dist = —|n - PQ_|>
leengde (1)

5V2 7.11)

dist =

Med Gym-pakken (afstand)

afstand (I, 1) = ?

— eller ved at indsatte parameterfremstillingerne direkte:

afstand ((x, y, 2) = (0, 0,3) + 1-(5,3,=2), (x,9,2) = (2,0, 0) + 1-(—3,3,0)) = > F

Plot af de to vindskaeve linjer

Vi omformer de to parameterfremstillinger, sé de bliver udtrykt som funktioner. Husk, at /; og /, skal skrives med 'literal index' —

altsd hvor indekset laves med dobbelt-understreg eller ved brug af ikonen “: i Expression-paletten.
L(t) == 0,0,3) +¢(5,3,—2):
L(t) = (2,0,0) +¢(=3,3,0):

I spacecurve -kommandoen til plottet, hvor hver komponenet i vektorfunktionen skal adresseres med et indeks, skal der bruges
vektor-indeks.

Husk: pé en pc laves vektor-indeks med Ctrl+(Shift)+ (du skal have 3 taster i sving for at lave indekset: Hold Ctrl og Shift nede
samtidigt og tryk pa4 _ tasten). P4 en mac taster du i stedet cmd-+alt+B.

Driller det, sé kan du i stedet for [;(¢); skrive ;(¢)[1] og tilsvarende for de ovrige.
with(plots) :

spacecurve ([[ll(t)l, ll(t)2’ ll(t)3], [ZZ(t)b lz(t)z, lz(t)3]], t=—10 10, view = [ —10 10,_ 10
(7.12)
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Linjerne ser ud til at skere hinanden, men roterer du plottet en smule, sé er det tydeligt, at det ikke er tilfeeldet: Klik i plottet og klik
derefter pa rotationsikonen (den hvisde pé billedet nedenfor):

ALY Y

Sa vil cursoren &ndre udseende og du kan rotere plottet ved at traekke en smule med musen.
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7.2 Planens ligning

Beskrivelse, eksempel og plot
Ligningen for en ret plan er fastlagt ved et ankerpunkt P, og en normalvektor .
Planens ligning skrives pa formen
a(x—xp) +b-(y—yy) +c(z—2)=0

Lad os se pa et eksempel:

3
En plan gar gennem punktet Py = (2, 4,—1) og har normalvektoren | —7 |. Planens ligning bestemmes:
-1
o= 3:(x=2) + (=7)-(y = 4) + (=1):(z = (=1)) =0
o:=3x+21—-7y—2z=0 (7.13)
Det gik jo ganske nemt.
Med Gym-pakken (plan)
Med kommandoen plan kan du fa Maple til at lave indsattelsen:
plan([2, 43_1]: <3,_7s_ 1>)
3x—T7y—2z+21=0 (7.14)
Eller ved at definere punktet og normalvektoren fort:
PO = [2’4’_1] = [2545 _1]
3
ni=(3,-7,-1)=| -7
—1
plan (P, ﬁ)
3x—T7y—2z+21=0 (7.15)

Plot af planen

Hvis du vil tegne en plan med ligningen a-x + b-y + c-z + d =0, kan du treekke planens ligning til et 3D-koordinatsystem, du har
indsat med Insert > Plot >3D. Det kommer til at se sdédan ud nar der er foretaget @&ndringen Style > Surface i kontekstmenuen
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Du kan ogsa benytte kommandoen implicitplot3d fra plots -pakken. Der er en masse indstillinger til denne kommando — herunder,

hvordan planen skal se ud, hvordan lyset skal falde og hvor gennemsigtig den skal vere. Se detaljer her (skriv: plot3d,option i feltet i
menulinjen, s kommer hjelpesiden frem):

with (plots) :

implicitplot3d((x, x=—5.5y=—5.8,z=—5..5, axes = normal, style = surface, size = [ 500,
5007)
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En plans skeering med koordinatakserne

En plan er givet ved ligningen

a=x—6y+2z+4=0

a=x—6y+2z+4=0 (7.16)

Planens normalvektor er 71) =(1,—6, 2). Da denne ikke er parallel med en af koordinatakserne, vil planen skere alle akser.

Skeeringspunkterne bestemmes ved at s@tte to af variablerne lig med 0, og bestemme den sidste:

subs ({x=0,y=0}, o)

44+2z=0 (7.17)
solve
{z= -2} (7.18)
Dvs., at o skaerer z-aksen i punktet [0, 0,—2].
Tilsvarende findes skaering med x- og y-aksen:
subs({y=0,z=0}, 0)
x+4=0 (7.19)
solve
(x=—4) (7.20)
Dvs., at o skeerer x -aksen i punktet [4, 0, 0].
subs({x=0,z=0}, o)
4 —-6y=0 (7.21)

solve

(7.22)

—_—
<

Il
w |
-

Dvs., at o skeerer y-aksen i punktet [0, %, 0]
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Planens ligning ud fra 3 punkter i planen

Planen o indeholder punkterne

A=1[1,1,6]:B:=[1,3,6]:C:=[—2,6,0]:

— —
Vektarerne AR og 47 mé da vaere vektorer i planen. Disse kan findes sdledes:

AB = (B — A); AC == (C — A)

0
4B = |2
0
-3
AC=| s
—6

Da disse er ikke-parallelle, vil deres krydsprodukt veere en normalvektor for planen ot:

—12

—_— —
n=ABxAC=| 0
6

Benyttes fx 4 som planens ankerpunkt, fis ligningen
o=—12-(x—1)+0-(y—1)+6-(z—6)=0

o:=—12x—-24 +6z=0

Med Gym-pakken
plan(4, B, C)

2x—z+4=0

Resultatet her er det samme som ovenfor. Der er blot divideret med — 6 pa begge sider af ligningen.

Kommandoen plan vil ogsé fungere med de aktuelle koordinater for de tre punkter:

plan([19 196], [153’6]9 [_2’ 650])
2x—z+4=0

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)
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Planens ligning ud fra ét punkt og to ikke-parallelle vektorer

Planen o indeholder punkterne

A4:=1[1,1,6]=[1,1,6]

og er udspandt af vektorerne

—

vl = <0: 2, O> =
0
-3
v, = (=3,5-6)=| 5
—6

En normalvektor for planen er de

- — —
n:=V1xV2

Planens ligning er da

—12(x—1)+0-(y—1) +6(z—6)=0

Med Gym-pakken (plan)

plan (4, vy, v,)

Der er den samme ligning som ovenfor: ligningen er blot blevet divideret med —6 pa begge sider.

—12

S
|

—12x—24+6z=0

2x—z4+4=0

Du kan selvfolgelig ogsé indsatte alle koordinaterne direkte:

plan([1,1,6],(0,2,0), (—3,5,—6))

2x—z+4=0

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)
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Skeering mellem to planer (givet ved ligninger)

Skal du finde skeeringspunktet mellem to planer (givet ved ligninger):

o=2x+4y+2z+8=0
a:=2x+4y+2z+8=0
B=3x4+y+2z—-6=0

B=3x+y+2z—6=0

tjekker du ferst, om de to normalvektorer er parallelle — hvilket de umiddelbart set ikke at vaere.

Det nemmeste er nok at lgse direkte (2 ligninger med 3 ubekendte)
solve ({a, B}, {x,y, z})
{x=144+3y,y=y,z=—18 =5y}
Saetter vi y =t¢, kan denne losning udtrykkes séledes
m(t) == (14,0,—18) + ¢ (3, 1,—5)
m:=tr~ (14,0, —18) + ¢ (3,1, =5)

hvilket er en parameterfremstilling for skeringslinjen:

|

Alternativ metode

(7.31)

(7.32)

(7.33)

(7.34)

Alternativt kan skeeringslinjen udregnes ved at bestemme linjens retningsvektor som krydsprodukt af planernes normalvektorer, og

udregne et punkt pa linjen (der er brugt literal index. Shift )
n = (2,4,2):

Z;: 3,1,2):
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~4
ii

)

—-10
Dette er dog ikke den samme retningsvektor, som ovenfor, men de er dog proportionale med proportionalitetsfaktoren 2.
Vi mangler blot et punkt pé linjen. Dette kan bestemmes ved (om muligt) at saette y =0 i de to ligninger, og lose mht. x og z:
subs(y=0, o)

2x+8+2z=0

subs(y=0,pB)
3x—6+2z=0

solve({2x +8 +2z=0,x=14,z=—18}, {x, z})
{x=14,z=—18}

Dvs., at punktet bliver (14, 0,—18). Altsa det samme som ovenfor.

Vinkel mellem to planer
o=2x+4y+2z+8=0

oa:=2x+4y+2z+8=0
B=3x+y+2z—6=0

B=3x+y+2z—6=0

Normalvektorerne for de to planer er:

n = (2,4,2)
Z;:z 3,1,2):

Vinklen mellem de to planer kan nemt findes som vinklen mellem de to normalvektorer
with(Gym) :

vinkel (n,, n3) = 40.20296587

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)
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Skeaering mellem plan (givet ved en ligning) og linje

En plan er givet ved ligningen:
o=2x+3y—z—7=0
og en linje er givet ved parameterfremstillingen:
I(t) == (2,4,—-3) +¢(1,—-2,2)
l:=1tm (2,4, =3) +¢(1, —=2,2) (7.41)

Skeringen mellem planen og linjen findes ved at satte parameterfremstillingen ind i planens ligning, og lese mht. ¢. Denne losning
indsettes i linjens parameterfremstilling, og punktet findes:

subs({x =1(t)1, y =1(t)2, z=1(2)3}, “)
12 —6¢t=0 (7.42)

solve

{t=2}

S& linjen skerer planen i punktet (4,0, 1).

Vinkel mellem linje og plan

En plan er givet ved ligningen
o0=2x+3y—z—7=0

o=2x+3y—z—7=0 (7.43)
og en linje er givet ved parameterfremstillingen

I:=te (2,4, =3) +¢-(1, =2, 2) (7.44)
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Vinklen mellem linjen og planen kan findes som komplementvinklen til vinklen mellem planens normalvektor og linjens
retningsvektor:

-

noi=(2,3,—1):7 = (1,—2,2):

with(Gym) :

190 — vinkel(n, 7 )| = 32.3115333

Afstand fra punkt til plan

Afstanden fra en plan med ligningen o := a-x + b-y + ¢z + d =0 til et punkt P(xy, y;, z;) findes ved at indsatte P's koordinater

i venstresiden af planens ligning (dette tal giver kun 0, hvis P ligger i planen), og dividere dette tal med la&engden af planens
normalvektor.

Formlen er denne

dist = la-x+by+cz+d]|
J&+b+¢

Et konkret eksempel:

o=2x—y—2z+3=0

a:=2x—y—2z+3=0 (7.45)
P:=[3,5-7]:

Planens normalvektor afleses til

7= (2,—1,-2):
Afstanden bliver da (husk len ligger i Gym-pakken):

|subs ({x=3,y=5,z=—"7}, lhs(a))|
= =6
n

leengde (1)

Med Gym-pakken (afstand)
Ved at bruge de navne, vi har indfert ovenfor:

afstand (P, 0.) = 6
eller ved at bruge koordinater og ligningen direkte:

afstand ([3,5,—7],2x—y—2z+3=0)=6
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Afstand mellem to parallelle planer

Vi kan bruge formlen for afstanden fra et punkt til en plan til at finde afstanden mellem to parallelle planer: Vi finder et punkt i den
ene plan og finder afstanden til den anden plan.

Lad de to planer vere givet ved:
o0=2x+4y+2z—4=0:
B=—3x—6y—3z+15=0:

Forst tjekker vi, om de to planer er parallelle:

Normalvektorerne for de to planer kan aflases til:

2
no=(2,4,2) = | 4
2
-3
nyi=(=3,-6,=3) = | =6
-3
Det ses umiddelbart, at koordinaterne i de to vektorer er proportionale med proportionalitetsfaktoren — % , altsé at n_[; =— % n_;

Dvs., at de to normalvektorer er parallelle og dermed er de to planer parallelle.

Vi finder et punkt i planen o. Her er det nemmeste at tage skeringspunktet med en af akserne — fx z-aksen. Det gor vi ved at satte

x =0 og y=0 iligningen for planen o og lgse den ligning, der kommer frem:

subs({x=0,y=0}, o)
—4+2z=0 (7.46)
solve
{z=2} (7.47)

Vi er nu klar til at indsette i formlen for afstanden fra et punkt til en linje:

_ lsubs ({x=0,y=0,z=2}, lhs(P))|
dist = = =
lazngde(nB)

dist = Je (7.48)

Med Gym-pakken (afstand)

afstand (o, B) = @

I stedet for t bruge navnene, o og B, kan de to ligninger benyttes direkte:

aﬁtand(Zx+4y+22—4=0,—3x—6y—3z+15=0):g



112« Analytisk geometrii 3D

Projektion af et punkt pa en plan

Lad planen vere givet ved ligningen

0:=2x—y—2z+3=0=2x—y—2z+3=0
og et punkt ved
P:=[3,5-7]:

Vi skal bestemme projektionen af P pa o.: Ideen er at lave en linje / gennem P og vinkelret pa o.. Skearingspunktet mellem / og o
ma da vare projektionspunktet.

Planens normalvektor afleses til

7= (2,—1,-2):

Linjen / far da parameterfremstillingen:

I(t) = (3,5,=7) + tn

l=1t- (3,5 =7 +tn (7.49)
Skaeringspunktet mellem / og o bestemmes
subs({x =1(t)y, y =1(t), z=1(1)3}, oc)
18 +9¢t=0 (7.50)
solve
{t=-2}
-1
(=2)=| 7
-3

Dvs., at projektionspunktet bliver (—1,7,—3).
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7.3 Planens parameterfremstilling

Beskrivelse, eksempel og plot

Som ved linjens parameterfremstilling er de ogsé her mest bekvemt af beskrive parameterfremstillingen for en plan ved en funktion,

men denne gang en funktion R*~>R’, altsa en funktion, der til ethvert talpar tilordner en 3D-vektor.

Fx beskrives denne parameterfremstilling:

X 3 2 -5
y|l=1]1/|+s +t 1
zZ 2 6 3

ved funktionen
pl(sa t) = <39 172> + S'<27 5: 6> + t'<_59 17 3>

pli=(s,0)» (3,1,2) +5:(2,5,6) + t-(=5,1,3) (7.3

Planen tegnes med plot3d kommandoen fra plots -pakken ved at indsatte de tre koordinatfunktioner i en liste, og angive intervallet

for de to parametre s og ¢:

with(plots) : plot3d ([ pl(s, t)y, pl(s, t),, pl(s, t);],s =—3 .3, t=—3 .3, axes = normal )
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Planens parameterfremstilling ud fra 3 punkter i planen

Planen o indeholder punkterne

A:=1[1,1,6]:B:=1[1,3,6]:C:=[—2,6,0]:

— —>
Vektorerne AB og AC ma da vere vektorer i planen. Disse kan findes saledes:

—

0
AB:=(B—A)=|2
0

-3
—
AC:=(C—4)=| 5
-6

Da disse er ikke-parallelle, udspander de planen o:

— —
ofs, t) == (A) +s-AB + t-AC

o= (s,8) > () + 5 AB + 1-AC (7.52)
afs, t)
1—3¢
1+2s+5¢ (7.53)
6—61

Skeaering mellem to planer givet ved parameterfremstillinger

To planer er givet ved parameterfremstillingerne
I(s,t) = (0,—2,0) +5-(—4,0,4) +¢(0,—2,4)

= (s,8)» (0, —2,0) +5-(—4,0,4) +¢(0, —2,4) (7.54)
m(s,t) = (0,0,3) +s-(—2,6,0) +¢(—2,0,3)

m:= (s,¢)~ (0,0,3) +s5-(—2,6,0) +¢(—2,0,3) (7.55)

Skaeringen mellem de to planer findes stort set pA samme méde som skaringen mellem to linjer givet ved parameterfremstillinger,
hvor der indfares forskellige navne for parametrene - og de to parameterfremstillinger sattes lig med hinanden:

I(s,t) =m(u,v)

—45 —2u—2v
—2—-2t|= 6u (7.56)
4s+4¢ 3+3v

Herved fremkommer tre ligninger med fire ubekendte. Et sddan system af ligninger har uendelig mange losninger, s& hvis vi leser med

hensyn til de tre af variablerne (fx s, # og v), sa far vi lesningerne udtrykt i termer af den fjerde variabel v.
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solve(I(s,t) =m(u,v), {s, t, u})
{s=— 7 9v _ 11 3v 7T _ V} (1.57)

20 " 2000 T00* " "0 T 10
Indseattes veerdierne for s og ¢ i parameterfremstillingen / - eller veerdien for u parameterfremstillingen m fér vi
parameterfremstillingen for skaeringslinjen:
7 9 11 3 j

line(v) = l[_E+EV’W+W1}

7 9-v 11 3-v
ine = —— T, 7.5
line v”l[ 20 T 20710 T 10 ) (7.58)
line(v)
7 _9%v
5 5
_21 3y (759)
5 5
3+3wy

(Hvis du vil se kommandoerne, der frembringer nedenstéende plot, sa ga til Edit-fanen og klik pa knappen Show. Valg her Show
Command)

Hvis du synes, at dette er for langhéret, sd kan du jo altid omforme parameterfremstillingerne for o og P til ligninger, og benytte

metoden beskrevet under planens ligning.
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7.4 Kuglens ligning

Beskrivelse, eksempel og plot

Ligningen for en kugle med centrum i C(a, b, ¢) og med radius r er givet ved ligningen

K=x—a)l+ =02+ (z—c)l=r:

Ofte vil du fa denne pé ekspanderet form:

expand (K)
a2—2xa+b2—2yb+cz—220+x2+y2+22=r2 (7.60)

— og sé er din opgave at genskabe standardformen, hvor centrum og radius umiddelbart fremgar.
Kommandoen complete square klarer let denne opgave. Serg i den forbindelse for, at du har 0 pa hejresiden.

Fxx’+y"+2 +6x—8y—39=0 (x+3)°+)y" +27—8y—48=0 (y—4) 4+ x+3)>+2—-64=0

complete square complete square

(Velg i kontekstmenuen forst Compete Square med hensyn til x, herefter vaelger du Complete Square med hensyn til y. Hvis der havde
veret et z-led i ligningen, sé skulle du ogsa udfere Complete Square med hensyn til z)

Heraf ses, at C(—3,4,0) og r=8.
Med Gym-pakken:

Her gar det noget nemmere og du far leddene i standardformen til at std i den forventede reekkefolge:
with(Gym) :
omskrivKugle (x* +y* + 2> + 6 x — 8y — 39 =0)
(x+3)7+(y—4)>+7=64 (7.61)
Her er det ligyldigt, om du har 0 staende pé hejre side:
omskrivKugle (x* +y* + 2> + 6 x — 8 y =39)

(x+3) 7+ (y—4) > +7=64 (7.62)

Plot af en kugle
En kugle tegnes ganske let med implicitplot3d :
with(plots) :

implicitplot3d (x* + y* + 22 + 6x — 8y —39=0,x=—12..5,y=—5..12,z=—10 ..10,
(7.63)
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]
:

En mere fiks og feerdig kommando til at tegne kugler med finder du i plottools pakken. Denne kraever dog, at du kender centrum og
radius:

with( plottools ) :
with(plots) :
kugle = sphere ([ —3, 4, 0], 8) : #husk kolon (:) her - ellers veelter hele plotstrukturen ud

display (kugle, scaling = constrained , axes = boxed , size = [500, 500 ])
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Skaering mellem kugle og linje
K=x-=772+(p+2)?%+(z-3)*=25
Ki=(x—7)"+(y+2)>+(z—3)"=25
I(t) = (—=5,1,—9) +¢(3,0,4)
I:=tw (=51, —9) +(3,0,4)

kugle := sphere([7,—2,3],5) :
pl = spacecurve([l(t), I(t),, I(2);], t=1..5, thickness = 2, color = "Burgundy") :
display([kugle, pl], scaling = constrained, axes = boxed, axes = normal, size = [500, 5001])

Skeringspunkterne bestemmes séledes
subs ({x =1(1);,y =1(1)3,2 = 1(1)3}, K)

(=12 +36)°+9+ (=12 +41)*=25

solve

(t=4), {t=%}

7
(4)=11
7
79
25
(%)
25 1
47
25

79 47
25777 25 )

Altsa er skeeringspunkterne (7, 1,7) og (— 1, —

(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)
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Skaering mellem kugle og plan

Ved skaering mellem en kugle og en plan fremkommer en cirkel eller et punkt. I det sidste tilfeelde siges planen at tangere kuglen. Lad
os se pa et eksempel:

K=(x=324+ (=124 (z+2)*=25
K= (x=3724+(y—1>%+(z+2)7?=25 (7.68)
a=4x—y—8z+15=0
oa:=4x—y—8z+15=0 (7.69)

Vi kan nemt checke, om planen skearer kuglen. I sd fald skal afstanden fra kuglens centrum til planen vare mindre end kuglens radius:

_ lsubs ({x=3,y=1,z==2}, Ihs(a) )| _ 14

d
J&+ (1) + (-8) 3

kugle = sphere([3,1,—2],5) :
po = implicitplot3d(o, x =—5 .5,y =—5..5,z=—5 ..5, style = surface) :
display ([ kugle, pa), scaling = constrained, axes = boxed, axes = normal, size =500, 500])

Skeringscirklens centrum kan findes ved at projicere kuglens centrum pa planen . Projektionspunktet i planen findes som

skeringspunktet mellem planen o og linjen / gennem cirklens centrum og vinkelret pa planen. Denne linje mé da have planens
normalvektor som retningsvektor.

I(t) = (3,1,—2) +¢(4,—1,—8)

I:i=to (3,1, =2) + ¢ (4, —1, —8) (7.70)
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Vi bestemmer skaringspunktet S mellem o og linjen / (altsa centrum i skaeringscirklen):
subs ( {x=1(t),,y =1U(t), z=1(1)3}, oc)

42 +81¢=0 (7.71)
solve
14
27
- 14
o5 =i~ 14)
25
27
os=| 4L 1.72)
27
58
27

_)
Lad P vere et punkt pa skaeringscirklen og C er kuglens centrum. Da er | CP| =5, da P jo ogsa ligger pa kuglen K. Vi kan sa
bestemme den sidste side i den retvinklede trekant CSP, med 7S som den rette.
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Figuren viser et snit i gennem centrum i kuglen og centrum i skaringscirklen

Pythagoras giver, at
&t =5

24 s (7.73)

solve

Sé skeringscirklens radius er » = ; V29 .

Bestemmelse af skaeringscirklen (Avanceret)

Lad os lese ligningerne o og K som et system af 2 ligninger med 3 ubekendte, og se, om vi kan parametrisere lgsningen:
solve ({0, K}, {x,y,z})

{x=RootOf (17 _Z* + (—64z+ 106) Z+ 652" — 220z + 184), y =4 RootOf (17 _Z* + (

(7.74)
—64z+106) Z+ 652 —220z + 184) — 8z + 15,z=z}

all values

_ 32z 53 |/ —817 +348z—319 __8z 43
17 " 17 17 YT T
L4817 +3482-319 _ || 32z 53 _ J-—81z+348z—319
17 ’ ’ 17 17 17 ’

__8z 43 _ 4 —812z + 348z — 319 s
T T 17 ’
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Her kan vi plukke to parameterkurver ud (der er brugt copy&paste):

(83 32 1 —a 2 B _ 8
c](z)-—< 17+17z+17J 319 +348 2812, - T
_ 53 32z | J—319+348z—81-2 43 8z
el '_Z”< 7 T T 17 17 T 17
. — . — -2
L 4/ =319 +3482 -8l z ’Z>
17
(83 32 1 —a 2 B _ 8
c2(z) -—< 17 + 727 17 J —319 + 348 z — 81 2*, 17 17 ?
. 53 32z J—319+348z—81-2 43 8z
CZ'_Z”< 17 T 17 17 17 T 17
4/ =319 + 348z — 817 Z>
17 ’

kugle = sphere([3,1,—2],5) :

po = implicitplot3d(o, x =—5..5,y =—5 ..5,z=—5..5, style = surface) :

pcl = spacecurve([cl(z),, c1(z),, cl(z);], z=0..10, color = "Burgundy", thickness =3,
numpoints = 5000) :

pc2 = spacecurve([c2(z)y, c2(z),, c2(z)3], z=0..10, color = "Burgundy", thickness =3,
numpoints = 5000) :

display ([ kugle, po, pcl, pc2), scaling = constrained, axes = boxed, axes = normal, size
=[500, 500])

(1.75)

(7.76)
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8.1 Data

Data bestar her af resultatet af en vejning af 500 personer.

Data vil her blive behandlet som et grupperet observationsseet, hvor vi selv laver grupperingen og Maple laver optellingen i grupper.

data = [74.53, 67.80, 65.93, 65.28, 78.37, 70.05, 68.41, 68.06, 62.48, 74.44, 64.38, 81.88, 54.13, 71.39,
75.11, 73.86, 75.08, 73.62, 68.16, 59.48, 59.36, 76.37, 62.02, 69.17, 76.16, 65.68, 6635, 83.68, 70.35,
62.97, 70.49, 70.30, 71.94, 66.13, 75.68, 7036, 63.50, 64.09, 65.95, 79.44, 57.90, 64.87, 77.17, 61.36,
57.03, 72.95, 71.51, 59.59, 67.28, 75.41, 67.98, 67.98, 77.58, 77.68, 62.43, 58.59, 70.87, 68.61, 74.54,
82.89, 63.60, 71.93, 71.88, 71.02, 77.05, 68.64, 89.48, 75.01, 74.32, 75.32, 67.79, 71.23, 74.72, 8441,
73.58, 82.03, 63.29, 69.07, 69.74, 75.91, 76.49, 73.68, 73.39, 64.58, 75.98, 72.66, 7627, 62.34, 64.63,
71.13, 67.53, 72.24, 79.80, 73.84, 77.81, 75.02, 73.99, 62.41, 65.18, 72.79, 66.57, 70.17, 68.98, 75.47,
7344, 58.52, 78.76, 63.14, 78.82, 79.68, 71.99, 61.78, 80.92, 62.63, 64.80, 66.32, 70.06, 81.70, 59.47,
65.94, 60.88, 68.70, 68.06, 52.81, 81.10, 68.90, 56.25, 64.07, 62.18, 72.05, 88.77, 57.25, 68.37, 77.90,
71.58, 82.59, 69.01, 79.33, 66.69, 68.81, 72.51, 71.39, 68.68, 70.71, 58.42, 74.92, 70.53, 78.38, 68.56,
76.59, 71.67, 67.88, 69.49, 81.05, 59.51, 81.18, 62.52, 69.44, 75.97, 65.45, 77.00, 73.87, 70.42, 71.77,
64.43, 79.25, 71.04, 67.39, 84.27, 60.53, 65.19, 80.37, 73.95, 73.01, 55.43, 76.24, 68.24, 70.44, 76.59,
59.62, 64.96, 75.78, 79.79, 64.60, 64.21, 71.06, 67.05, 65.93, 69.64, 65.84, 70.20, 83.86, 69.30, 63.93,
73.49, 8036, 60.01, 76.99, 65.46, 72.74, 66.76, 61.79, 66.28, 71.12, 79.16, 63.00, 61.83, 79.57, 62.33,
81.55, 62.88, 57.28, 65.08, 64.50, 69.57, 64.55, 65.36, 80.49, 63.76, 71.89, 68.77, 64.91, 74.82, 65.33,
64.02, 62.17, 75.52, 65.51, 67.44, 67.74, 66.40, 60.35, 75.40, 76.41, 83.53, 69.92, 63.61, 71.29, 71.09,
71.70, 61.70, 69.14, 80.62, 59.61, 66.15, 70.52, 68.00, 66.92, 67.75, 67.85, 69.19, 80.16, 68.56, 66.37,
76.97, 88.08, 81.27, 67.97, 73.35, 83.31, 57.61, 59.52, 66.74, 72.77, 70.32, 80.34, 74.03, 58.27, 71.67,
7472, 68.70, 84.24, 71.94, 71.14, 65.38, 66.25, 63.20, 64.53, 67.70, 69.45, 66.50, 70.61, 65.81, 63.68,
7750, 77.67, 66.25, 65.08, 74.62, 67.40, 75.87, 74.12, 65.61, 61.80, 71.43, 77.40, 6329, 72.96, 69.65,
66.24, 61.39, 59.06, 60.01, 76.07, 62.37, 67.93, 64.08, 68.35, 68.41, 65.61, 63.44, 76.75, 61.73, 61.66,
77.15, 65.67, 75.05, 75.14, 80.21, 84.97, 72.65, 76.02, 65.95, 79.32, T4.61, 65.92, 54.66, 67.29, 74.99,
73.56, 73.43, 52.25, 76.94, 77.50, 73.31, 66.78, 58.60, 60.51, 68.32, 80.96, 52.73, 60.68, 69.44, 72.04,
75.12, 76.51, 69.82, 72.91, 72.01, 68.12, 55.06, 65.62, 75.31, 73.69, 67.89, 66.06, 66.50, 71.18, 77.45,
69.23, 66.05, 65.01, 68.95, 72.31, 72.20, 73.40, 73.57, 73.67, 73.87, 71.86, 72.03, 74.99, 72.85, 70.04,
61.87, 62.62, 71.54, 59.95, 76.69, 71.77, 78.58, 83.12, 76.52, 70.52, 59.26, 79.35, 72.68, 71.12, 77.13,
71.86, 68.51, 62.58, 75.45, 67.17, 75.68, 78.54, 7234, 79.51, 78.50, 59.07, 77.68, 75.75, 65.25, 70.32,
80.27, 63.40, 69.53, 74.34, 78.84, 65.46, 83.23, 59.87, 62.61, 73.78, 72.95, 7535, 72.38, 79.71, 75.11,
64.04, 64.35, 7278, 67.44, 60.54, 79.69, 75.42, 69.00, 67.15, 69.58, 74.59, 72.08, 69.03, 59.85, 64.84,
64.12, 74.64, 64.66, T4.97, 76.87, 56.17, 8338, 65.96, 64.14, 64.85, 68.99, 67.54, 62.60, 69.31, 76.10,
64.63, 74.94, 71.37, 68.00, 74.20, 66.31, 70.28, 58.16, 63.84, 78.69, 58.80, 69.35, 69.24, 75.50, 67.41,
69.62, 68.15, 67.36, 74.93, 74.89, 58.35, 79.08, 64.41, 71.77, 59.29, 60.67, 80.16, 77.03, 67.01, 72.91,
64.03, 78.68, 71.55, 76.91, 72.22, 68.08, 70.18, 68.65, 64.37, 67.99, 64.37, 76.09, 71.17, 63.39, 71.01,
71.76, 82.65, 75.25, 70.90, 62.32, 73.93 ] :

8.2 Gruppering af data

with(Gym) :
Serg for, at du har data indlest: I sektionen ovenfor skal du klikke i data og taste Enter.

For at danne dig et overblik over data, finder du den sterste og den mindste observation:
min(data) = 52.25
max (data) = 89.48

Dette viser, at data ligger i intervallet [50 , 90 ]. Dette interval skal opdeles i en rakke delintervaller - fx 10 - af leengde 4:

123
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M = grupperData (data, [50 ..90], 10)

plotHistogram (M, size = 300, 300 ])

plotSumkurve (M, size = [300, 300 ])

- 50.54. 3
54..58. 11
58...62. 42
62...66. 90

Mo 66...70. 102
70. ..74. 106
74...78. 86
78...82. 42
82...86. 15
86..90 3

HISTOGRAM

Middelverdi = 70.1
Spredning = 6.7

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

SUMKURVE
Kvartiler = [65.1, 70.1, 75.0 ]

1 /

/

B —
f—
T/
’ |

|

0 / I

60 70 8 90

(8.1)

Prov at ®ndre antallet af intervaller i kommandoen grupper, og folg, hvad der sker, nir du genberegner histogrammet og i sumkurven

(nedenfor).
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8.3 Deskriptorer

Med Gym-pakken kan du finde de fleste deskriptorer:

kvartiler (M) = [65.067,70.075, 74.977 |

W == middel (M) = 70.08000

var = varians (M) = 45.20960

O = spredning (M) = 6.72381

I histogrammet nedenfor er linjerne med ligningerne x = — 6 og x =W + & indtegnet (de bla linjer)

HISTOGRAM
Middelveerdi = 70.1
Spredning = 6.7

0.05

0.04

0.03

0.02 4

0.01+

70 90

(8.2)

Iintervallet [ L — 6, WU + o ] befinder der sig ca. 66% af alle observationer — som denne udregning viser:

sumkurve (M, @ + ©) — sumkurve (M, u — 6) = 0.655535280000000
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8.4 Frekvensfunktionen for normalfordelingen

I det folgende skal vi lave forskriften for en funktion, der kan modellere formen af ovenstaende histogram (en klokkekurve). Et godt
udgangspunkt er funktionen

2

1
fx)=e ?

NI

Fmxme (8.3)

der har den enskede klokkeform:

plot(f(x),x=—5..5, size =300, 300 ])

2 4

X

I al fald skal funktionen opfylde, at arealet under grafen skal veaere 1 — ligesom ved histogrammet. Vi bestemmer dette areal

Jmf(x)dx=ﬁﬁ

—

Dette viser, at f skal modificeres en smule (den modificerede funktion kalder vi ¢):
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Sa ved at bruge ¢ 1 stedet, er kravet om, at arealet skal vere 1, opfyldt. Sddan ser grafen for ¢ ud:

plot(o( x),x=—5..5, size =300, 300 ])

Det er klart, at grafen for ¢ efterligner et udglattet histogram med middelvaerdi p =0, men hvad er spredningen? For at fa en ide om

dette, husker vi pa, at i ovenstaende histogram var ca. 66% af alle observationer i intervallet [L— o', it + o ]. Her skal vi sa sikre os,
at ca. 66% af arealet under grafen for ¢ ligger i det tilsvarende interval:

fsolve U @(x)dx=0.66,s=0 ..2) = 0.9541652531
Dette tyder p4, at spredningen her (ideelt set)er 6=1.

Funktionen ¢ kaldes frekvensfunktionen for normalfordelingen med middelverdi 0 og spredning 1.

Lad os lige udregne, hvor mange procent af observationerne vi ideelt set skal forvente i [ uw—o,u+ G], hvis data er normalfordelt

med middelveerdi 0 og spredning 1:

1.0
J o(x) dx = 0.6826894921
—1.0

Dvs., hvis data er normalfordelte, mé vi forvente, at ca. 68.3% af alle observationer befinder sig i intervallet [p— o, 1 + o].

Nu mangler vi blot at fi klokkekurven forskudt og deformeret sa den matcher histogrammet vi har set pa i de foregdende afsnit. Det er
ganske let at forskyde en graf langs x-aksen. Fx laver vi en forskydning af ¢ pé 5 til hejre ved at udregne ¢(x — 5) :
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plot(o(x —5),x=0..10, size = [300, 300 ])

0.3 1

0.2 -

0.1 1

Deformationen foretages ved at gange en konstant pa argumentet x, fx

plot[ ,x=—28 .8, size = [300,300]]

wLﬂ,m[%-x)

8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8

Men arealet er tilsyneladende blevet storre:

[[ol5e)ar-s

— altsd pracist dobbelt stort. Da arealet under grafen skal vare 1, er vi nedt til at gange % pé funktionen:
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plot [

o(x), % q{%xJ

,x=—238..8, size = [300, 300]]

—38

Lad os finde spredningen i den deformerede kurve. Vi husker p4, at 68.3% af arealet skal ligge i intervallet [u— o, @ + o]:

S

fsolve[J % (p[%xj dx=0.683,s=0..4J

2.001283658

Herfra er der ikke langt til at konkludere, at deformationen
o °(

ol —x
(6 (&)

giver en klokkekurve med middelverdi 0 og spredning G.

Kombinerer vi dette med en vandret forskydning pa p =70.1 og spredningen ¢ =6.7 :

0.05+

0.04 1

0.03+

0.021

0.01+

50 60 70

80

90

100

8.4)



130 « Normalfordelingen

Vi kan tegne denne kurve oven pé histogrammet for M :

plots|display] [plotHistogram(M),plot( % (p( %( x —170.1) ), x =40..100, color

="Navy", thickness =3 ), size = [400, 400])

HISTOGRAM
Middelveerdi = 70.1
Spredning = 6.7

40 50 & T0 20 90 100

Inden vi gér videre er det vigtigt at fa renset | og ¢. Det klarer du i Variables-paletten eller med kommandoen:
unassign ('W','c")

Med rensede 1 og ¢ kan vi fa beregnet det generelle udtryk for frekvensfunktionen for normalfordelingen med middelvaerdi 1 og

spredning G:

_—wp?
1 (1 J2e 27
L L N ) e = ——
° ° 20 ﬁ
Det er ikke helt sddan, du vil mede den i bager, men den ligner. Der skal omskrives en smule — og denne funktion kalder vi ¢ (og
overskriver altsa den tidligere definition af ¢)

1(x—n)
oty — LT

J2m-o

Pé figuren nedenfor ser du, hvordan observationerne ideelt set skal fordele sig omkring middelveerdien (i eksemplet er 1 =20 og
c=06):

* Tintervallet [p — o, u + o] befinder sig 68.3% af observationerne
* Tintervallet [n — 2 o, i + 2 o] befinder sig 95.4% af observationerne

* Tintervallet [n — 2 o, & + 2 o] befinder sig 99.7% af observationerne
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0.08
007
0.06 -
0.05
0.04 -
0.03
0.02-

0.01 o

Lad os for en god ordens skyld regne efter:

u+o

¢(x)dx

at 5 digits

0.68269

M—0c

u+2c
@(x)dx

at 5 digits
 ———

0.95450

w—20

u+3o

¢(x)dx

at 5 digits

0.99730
u—30c
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8.5 Normalfordelingsfunktionen

Vi minder om, at sumkurven F for et materiale er defineret ved:
F(x) = den procentdel af observationerne, der er mindre end eller lig med x.

eller sagt pa en anden made: arealet af den del af histogrammet der ligger til venstre for x.
Dette kan illustreres séledes:

F(80) er arealet af det (rede) omrade, der ligger til venstre for den stiplede streg i 80:

HISTOGRAM
Middelverdi = 70.1
Spredning = 6.7

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02 1

0.01 ~

0_
50 60 70 80 90

Lad os for en god ordens skyld regne arealet ud. P4 figuren ses, at arealet kan bestemmes som summen af arealerne af de 7 forste
stolper plus halvdelen af den 8. Men dette areal er jo netop veerdien sumkurve :

sumkurve (M, 80) = 0.922000000000000

I ngje analogi hermed defineres fordelingsfunktionen ®@(x) for en normalfordeling med middelvaerdi 0 og spredning 1 som arealet
under grafen for
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Vi definerer altsdé @ som en arealfunktion for ¢ (med udgangspunkti — oo )

X

D(x) :zj o(t) dt

—

X

O :=x HJ o(t)dt (8.5)

Vi kan ikke udtrykke en stamfunktion til ¢ med de funktioner, vi kender, s vi tager til takke med forskriften ovenfor.

Verdier kan sagtens udregnes (men indsetter du hele tal (dog ikke 0) far du et faelt udtryk, men sa ma du jo bruge evalf , med
decimaltal er der ingen problemer

evalf (®(1)) = 0.8413447455
®(1.0) = 0.8413447461
Grafen for @ ser sadan ud

plot(®(x), x =—5..5, size = 300, 300 ])

0.8 1

0.6 1
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Denne forskydes og deformeres pa helt ssmme méde som ¢. Lad os debe den funktion, der fremkommer, F:

Fx) = Q[%(x—u))

F:=x»cp[x_“J (8.6)
(e}

Den fordelingsfunktion, der matcher sumkurven i ovenstdende eksempel, er siledes <I)( % “(x —70.1) ) .

Indtegnet i samme koordinatsystem ser de to kurver sddan ud:

plot [

d)( % “(x —170.1 )), sumkurve (M, x) |, x =40 ..100, color = ["Burgundy", "Navy" ])

1_
0.81
0.6

0.44

50 60 70 8 90 100

8.6 Normalfordelingen i Gym-pakken

Frekvensfordelingen for en normalfordeling med middelvardi | og spredning ¢ findes i Gym-pakken under navnet normalpdf ,
hvor 'pdf' star for 'propability distribution function'. Syntaksen er

normalpdf (1, o, x)

Tilsvarende findes fordelingsfunktionen under navnet normalcdf , hvor 'cdf' star for 'cumulative distribution function'. Syntaksen er
normaledf (W, o, x)

Hvis 1 og og ¢ udelades, sa s&ttes de automatisk til hhv. =0 og 6 =1.

normalcdf findes ogsé i en 4-parameter version:

normaledf (Y, 6, x,)

der udregner differensen

normaledf (W, 6,y) — normalcdf (1, o, x)

Desuden findes der en invers normalfordeling (der forklares i eksemplet nedenfor), hvor syntaksen er

invnorm (W, G, x)
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Hvis U og og ¢ udelades, sé sattes de automatisk til hhv. u=0 og 6=1.

Eksempel 1
with(Gym) :

Hvis man vejer et stort antal poser med mel, har det vist sig, at veegten er normalfordelt med middelveerdi i =500 g og spredning
c=20 g.

1. Hvor stor en del af poserne vejer hejst 515 g? normaledf (500, 20, 515) = 0.7733726476

Dvs., at 77.3% af poserne vejer hajst 515 g.

Alternativt (med 4-parameter versionen):

normalcdf (500, 20,— o, 515) = 0.7733726476 2. Hvor stor en del af poserne vejer mindst 475 g?

normalcdf (500, 20, 475) = 0.1056497738
Altsé vejer 10.6% af poserne hejst 475 g. Dvs 89.4% vejer mindst 475 g.

Du kan naturligvis klare det i et hug ved at udregne

1 — normalcdf (500, 20, 475) = 0.8943502262

Alternativt (med 4-parameter versionen):

normalcdf (500, 20, 475,00 ) = 0.8943502262

3. Hvor stor en del af poserne vejer mellem 495 g og 505 g?

normalcdf (500, 20, 505) — normalcdf (500, 20, 495) = 0.1974126512
Altsa 19.7% af poserne vejer mellem 495 g og 505 g.

Alternativt (med 4-parameter versionen):

normalcdf (500, 20, 495, 505) = 0.1974126513

4. Hvor meget vejer de tungeste 20% af poserne ?

Lad os forst tegne grafen for normalcdf (500, 20, x) :

plot(normalcdf (500, 20, x), x =450 ..550, size = [300, 300 ])

0.9
0.8
0.71
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.14

460 480 500 520 540
P
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Ved aflesning pa grafen, kan vi se, at de 20% tungeste poser vejer mindst ca. 516 g.
For at beregne os frem til resultatet, skal vi lgse ligningen
normalcdf (500, 20, x) =0.8
hvor vi finder de letteste 80% af poserne.
Denne ligning kan veere lidt drilsk at lese, men med fsolve udstyret med segeinterval gér det:
fsolve (normalcdf (500, 20, x) =0.8, x =500 ..540)
516.8324245 (8.7)
Det, vi finder her, kaldes 0.8-fraktilen. I Gym-pakken er der en funktion til bestemmelse af fraktiler i normalfordelingen
invnorm (500, 20, 0.8) = 516.832424671467
Og her gér det helt problemffrit.
Alternativt (med 4-parameter versionen):
Her skal vi lose ligningen
normalcdf (500, 20, x,0 ) =0.2
Igen er ligningen drisk, sa vi hjalper til med et segeinterval:
Jfsolve (normalcdf (500, 20, x, ) =0.2, x =500 ..540)
516.8324245 (8.8)
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8.7 Tjek for normalfordelte data

Der findes flere metoder til visuelt at tjekke, om givne data er normalfordelte eller ej. Helt primitivt kunne vi gruppere data og tegne et
histogram og se, om det har den enskede klokkeform.

Det er ikke helt nemt at se, om histogrammet flader ud pa den rigtige made, men sé kunne vi jo, pa baggrund af data, estimere
middelveerdi og spredning, og pa baggrund heraf, plotte histogrammet sammen med taethedsfunktionen for normalfordelingen med den
estimerede middelverdi og spredning.

Men det er meget besverligt.

QQplot

Det nemmeste at benytte er et QQplot, hvor dataszttet afsattes pa forsteaksen og de 'tilhgrende' fraktiler i standardnormalfordelingen
pa andenaksen. Se detaljer om dette i online-hjelpen til Gym-pakken.

Vi ser forst pa et meget lille datasat:
with(Gym) :

X = [25.0,25.1,27.7,25.8,25.9,21.7,22.8,289,264,22.4]
X :=[25.0,25.1,27.7,25.8,259,21.7,22.8,289,264,22.4] (8.9)

QQplot (X)

QQ-plot
u=25170 o =2.3123

22 23 24 25 26 27 28

Den rette linje viser, hvor punkterne skulle ligge, hvis data var perfekt normalfordelte. Data viser ikke nogen systematisk afvigelse fra
den rette linje, sa her kan vi antage, at data er normalfordelte.



138 + Normalfordelingen

Normal regression

For at benytte normal regression kraeves et storre datasat. Her vil vi benytte data fra en vejning af 500 personer. Data findes i den
overste sektion i dette kapitel, sa hvis du vil 'regne med' her, sé skal du g til den everste sektion og taste Enter pa data, sa de bliver
indleest.

Kommandoen NormReg vil automatisk gruppere data i 10 lige store grupper — derfor vil du kun se 9 datapunkter i plottet:

Normal regression
u=70.06 ¢ =6.55

99.9

99

95
90

80
70
60
% 50
40
30
20

0.1 4

Her ses de grupperede indtegnet i et sékaldt sandsynlighedspapir. Hvis disse ligger pé en ret linje, kan vi antage, at data er
normalfordelte. Endvidere er beregnet den bedste rette linje gennem datapunkterne og ved hjaelp af denne kan middelveerdi og
spredning bestemmes. Detaljer findes i online-hjalpen til NormReg.



139 « Normalfordelingen

8.8 Regressionsanalyse
Responsen fra et system males ved 4 forskellige temperaturniveauer. Der foretages 20 mélinger for hvert temperaturniveau:
restart

X = [20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30,
30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 50, 50,
50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 507 :

Y := [0.786873841876502, 0.514442320782404, 0.909329838435791, 0.695756092993189, 0.621546092712519,
0.647394390168778, 0.705663963039084, 0.745143169465671, 0.660091728980391, 0.884918182835248,
0.706276697875171, 0.930186589452013, 0.520259047069269, 0.646101273712123, 0.629582282424985,
0.574987389198720, 0.760076291573301, 0.544232211613741, 0.779518455129610, 0.709214041491134,
1.28620975192337, 0.967734408327158, 1.19509894811329, 0.967767131326073, 1.03772702120339,
1.03623833539009, 1.09741861844359, 0.830497790280156, 0.918440251343075, 1.04971910700682,
0.978448031299152, 1.07699402900557, 1.09073261311570, 1.06386451387162, 0.871947812125872,
1.10637916257001, 1.16677137989794, 1.07648150457175, 0.895292585425137, 1.17466824015745,
1.36725094146615, 1.41817144269008, 1.37323963085804, 1.36685182835424, 1.31794639688414,
1.22333565823879, 1.43683999424984, 1.33275326216438, 1.35229351307107, 1.27875238234072,
1.24433277686576, 1.44317346698056, 1.21508663880343. 1.31690670753543, 1.39021553217099,
1.34808438064442, 1.58700032052016, 1.35715727348379, 1.32727405913201, 1.67012634144618,
1.54411350153210, 1.66573079981060, 1.80255343866309, 1.47129745856112, 1.67468970987499,
1.70138779414899, 1.58876912731832, 1.65546923191337, 1.71187289261954, 1.78855894650386,
1.79733105439751, 1.59108174639578, 1.78368514060025, 1.58592886768309, 1.60202748906557,

1.57900982812103, 1.34617910286814, 1.75582187924798, 1.69818785838220, 1.52624972927403 1 :
Vi foretager en lineer regression pa dataene:

with(Gym) :

Linezr regression
y=0.031587 x + 0.083175 .

Forklaringsgrad R* =0.90428

Estimatet for den sande regressionslinje er
$ =LinReg(X, Y, x)
y=0.0315867082016500 x + 0.0831747539535025 (8.10)

Da alle punkter ikke ligger pa den linje, vi har tegnet, er der en iboende fejl, der giver anledning til, at vi far varierende respons for
fastholdt temperatur. Denne fejl kan fx skyldes en iboende fejl i det maleudstyr der benyttes.

For at indbygge denne fejl i vores model, introducerer vi et fejlled € i modellen
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y=ox+B+e

hvor fejlleddet € antages at vaere en normalfordelt stokastisk variabel med middelvaerdi 0 og med samme spredning for alle
temperaturniveauer x. Desuden antages, at alle malinger er uathengige.

Sé for at tjekke, om vi kan antage, at der er en linezer sammenhang mellem de to dataserier, skal vi undersege, om

— residualerne (fejlene) er normalfordelte med middelveerdi O

— spedningen er den samme for fastholdt x.

Residualerne kan nemt findes, men matricen bliver meget stor, s& den begranses med interface-kommandoen nedenfor:

interface (rtablesize = [5,2]) :

R = residualer (X, Y, LinReg)

20 0.0719649238899998

20 —0.200466597204098

20 0.194420920449289
R:= 120 —0.0191528249933133 (8.11)
20 —0.0933628252739832
| 20 —0.0675145278177243

80 x 2 Matrix

Og et residualplot kan nemt laves

Residualspredning s =0.116361503650152
Andel som er mindre end s: 67.50 %
Andel som er mindre end 2 s: 95.00 %
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Af dette plot ses, at spredningen stort set er den samme for de 4 temperaturniveauer. Sa den side af sagen er i orden. Vi mangler blot at
vise, at vi kan antage, at residualerne er normalfordelte. Hertil kan vi gé to veje:

Enten at udtreekke den 2. sgjle i matricen R og benytte denne som input til kommandoen QQplot :

QQ-plot
p=0. ¢=0.11562

T T T T T T T T T T T T T

—-03 —-0.2 —-0.1 0 0.1 0.2 0.3

- eller at benytte kommandoen residualQQplot (hvor den 2. sgjle i R udtraekkes automatisk):

residualQQ-plot
p=0. ¢=0.11562

—-03 —-0.2 —-0.1 0 0.1 0.2 0.3

Resultatet bliver det samme — og vi kan ved et kig pa plottene konkludere, at residualerne er normalfordelte.

Lad os for en god ordens skyld tjekke, om middelvaerdien af residualerne er 0, som den jo skal vaere

middel (R( ..,2)) = 0.
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8.9 Konfidensintervaller for a og b i en lineaer regression

Vi skal her undersege, om der er en linezer ssammenhang mellem fastende blodsukkerniveau, malt i mmol/L, og
sammentrakningsevne (vfc), malt i procent pr. sekund, for venstre hjertekammer for diabetikere.

En undersogelse har givet disse data:
restart
with(Gym) :

X:=[15.3,10.8,8.1,19.5,7.2,5.3,9.3,11.1,7.5, 12.2, 6.7, 5.2, 19.0, 15.1, 6.7, 4.2, 10.3,
12.5,16.1,13.3,4.9,8.8,9.5] :

Y:=[1.76,1.34,1.27,1.47,1.27,1.49,1.31,1.09,1.18,1.22,1.25,1.19, 1.95, 1.28, 1.52,
1.12,1.37,1.19,1.05,1.32,1.03,1.12, 1.70] :

Vi starter med at udfere en linear regression

Lineer regression
y=0.021963 x + 1.0978 .

Forklaringsgrad R*=0.17368

1.9+
1.8+
1.7+ *

1.6+

1.1 @

Laeg maerke til den meget lave forklaringsgrad.



143 « Normalfordelingen

Lad os tjekke residualplottet og QQplottet:

residual

Nok ser vi her ganske store variationer i residualerne, men ingen systematiske afvigelser.

—04 —-03 —02 —01 0 01 02 03

Residualspredning s = 0.216695562262916
Andel som er mindre end s: 69.57 %
Andel som er mindre end 2 s: 95.65 %

0.4+

0.3+

0.2+

0.1+

—0.14

—0.2

18

—0.34

—0.4-

+s

+2 5]

residualQQ-plot
pu=0. c=0.21171

0.4

Ikke alt for overbevisende. Hvis vi havde valgt en anden stikpreve pa 23 blandt alle diabetikere, havde vi sikkert faet et andet resultat,
maske endda et bedre resultat. De estimater, vi finder for den sande haldning og den sande skaring, er athaengige af den aktuelle

stikprove.

Vi kan, pa baggrund af stikpreven, teste hypoteser om, hvorvidt heeldningen a og/eller skeeringen b antager specifikke vaerdier.

I det konkrete eksempel er a lille og faktisk ret taet pa 0, sa det vil her vere pé sin plads at undersege, om a =0, altsd om der
overhovedet er nogen sammenhang mellem blodsukkerniveauet og vfc:
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Vi vil altsé teste hypotesen

H,: a=0 (der er ingen sammenhang mellen blodsukkerniveauet og vfc)

mod alternativet

H,

.. a # 0 (der er en sammenhang mellen blodsukkerniveauet og vfc)

Dette klarer vi med kommandoen festLin fra Gym-pakken, der i sin grundform tester de to hypoteser a =0 og b =0:

testLin( X, Y)

a
Koef fi ci ent 0. 02196
St andar df ej | 0. 01045
t-stat 2.10096

p- vee di 0. 04790

Nedre 95. 00% 0. 00022
@vre 95.00% 0. 04370
Fri hedsgr ader 21

Tabellen viser koefficienterne i bedste rette linje — altsd de samme som dem, vi fik, ved linezr regression.

POO®©WOR

b

. 09781
. 11748

34460
00000

. 85350
. 34213

p-veerdi angiver, at hvis Hy er sand, sa er sandsynligheden ca. 4.8% for at fa en stikprove, der er lige sa skav eller skaevere, end den

aktuelle stikprove. Hvis testen udferes pé signifikansniveau 5%, ma vi lige akkurat forkaste hypotesen Hj, .

Nedre 95% og Ovre 95% er graenserne 1 95%-konfidensintervallet for a:

[0.00022 , 0.04370 |

som fortaeller, at pa baggrund af vores stikprove, kan vi veere 95% sikre p4, at hvis vi gentager eksperimentet rigtig mange gange, sa

vil a ligge i intervallet i 95% af gangene.

Tilsvarende forteller b-kolonnen, at hvis hypotesen b =0 er sand, sa er sandsynligheden 0% for at fa en stikprove, der er lige si skav

eller skaevere, end den aktuelle stikpreve. Vi mé altsa forkaste hypotesen b =0 pa signifikansniveau 5%.

Skal vi teste hypotesen
Hy: a=0.03
er syntaksen denne

testLin(X, Y, a=0.03)

a

Koef fi ci ent 0. 02196
St andar df ej | 0. 01045
t-stat -0.76887

p- vag di 0. 45053

Nedre 95. 00% 0. 00022
@vre 95.00% 0. 04370
Fri hedsgr ader 21

Det eneste, der er @ndret i output er t-stat og p-verdien, der her er ca. 45%, sa vi kan ikke forkaste H, pa det foreliggende grundlag,

hvilket vi udmarket viste, da 0.03 jo ligger i 95%-konfidensintervallet vi fandt ovenfor.
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9.1 Parameterfremstilling for en ret linje

I Maple er det mest bekvemt at beskrive en parameterfremstilling for en ret linje som en funktion /: R—R?, dvs. som en funktion, der

til et reelt tal knytter et reelt talpar — altsa en vektor.

En parameterfremstilling er fastlagt ud fra et ankerpunkt P, og en retningsvektor 7.

10

En parameterfremstilling for linjen ovenfor er

I Maple defineres denne parameterfremstilling ved:
I(¢) = (0,1) + ¢ (2,3)

=1t~ (0,1) +1¢(2,3)

Beregn [(?), og du far dette output:

2t
1+3¢

I(t) =

Parametervaerdier beregner du saledes, fx:

145

©.1)
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Linjen tegnes nemt med vektorplot fra Gym-pakken:

with(Gym) :
vektorPlot (1(t))
15 1
101
5-

Som standard tegnes et vektorplot for parameteren ¢ i intervallet #=—10 ..10 . Det vindue, der plottes i, kan indstilles saledes:

vektorPlot (I(t), view =[ —10 ..10,—10 ..10])

101

~10
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9.2 Skaering mellem to linjer givet ved parameterfremstillinger

To rette linjer er givet ved parameterfremstillingerne
I(t) = (5,—2) +¢(1,2)
l=1tw (5 —2)+1¢t(,2) 9.2)
m(t) == (3,1) +¢t(—2,4)
m=tr(3,1) +¢t(=2,4) 9.3)
For god ordens skyld skal vi lige checke, om de to linjer skaerer hinanden:
with(Gym) :
det((1,2),(—2,4)) =8
Da determinaten er forskellig fra 0, er de to retningsvektorer ikke parallelle, og de to linjer ma derfor have et skeeringspunkt.

vektorPlot ([ [1(¢), color ="Burgundy" |, [m(t), color = "Navy" ||, gridlines)

20+

e da D20

_10_

For at fa en panere graf, begreenses t-intervallet en smule for m:

vektorPlot ([ [1(¢), color ="Burgundy" |, [m(t), t=—3 ..2, color = "Navy" ||, gridlines)

\\ /




148 < Vektorfunktioner

I stedet skal du parametrisere med to forskellige tidsparametre s og ¢, og lese ligningen
I(2) =m(s)

5+¢
—2+2t

3—2s
1+4s

Der er et system bestdende af to ligninger med to ubekendte

5+t=3—-2s
—2+2t=1+4s

Dette kan lgses direkte i Maple med

solve({5 +t=3—2s,—24+2t=1+4s}, {s,t})

71
{S’ 8! 4}

— eller ved at benytte navnene for de to prameterfremstillinger:

solve (I(t) =m(s), {s, t})

AN}
8’ 4

Skaringspunktet bestemmes da ved at indsette ¢ = — % il(2) (eller s=— % im(s)):

Skeeringspunktet bliver dermed ( 149 ,— %j .

At vi bruger forskellige tidsparametre betyder intet for grafen:

vektorPlot ([ [1(¢), color ="Burgundy" |, [m(s), s =—3 ..2, color ="Navy" ||, gridlines )

10

(9.4)

(9.5)

(9.6)
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9.3 Vektorfunktioner - mere generelt

En vektorfunktion 7 er en funktion, der til et reelt tal knytter et reelt talpar — altsd en vektor. En vektorfunktionen vil ofte vaere

defineret i et interval I, og vil séledes vere en funktion r:I - R.

Et eksempel pa en vektorfunktion er

£—2
£+2t

, tER

Udregner vi funktionsvaerdien for et par t-vaerdier, fx =0 og ¢ =1, finder vi

02—2 | [ =2
9
0*+2:0 | | 0
12—2 | [ =1
_)
Fa) =1 =
2+21| | 3

Nar vi skal tegne grafen for vektorfunktionen, vil vi ikke afsatte de vektorer, vi far som funktionsverdier, men opfatte disse som
stedvektorer for punkterne hhv. (—2,0) og (—1, 3).

Vi skal have Maple til at gere arbejdet for os, s vi skal have defineret vektorfunktionen i Maple. Det gor vi nemmest sddan her:

-

Ft) = (F=2,F+210

Fi=te (=2, +21) 9.7)
—hvor () indsattes som ulighedstegnene < og >, der findes pa tastaturet.

Herefter kan vi bruge funktionen til at udregne vaerdier

N -2
r

0

—_ _1
7

3

For at f en ide om grafens forleb udregner vi en rekke stottevaerdier. Det kan nemt klares ved at skrive de z-verdier, vi vil benytte, i
en liste og fa funktionsvardien udregnet pé alle disse pa én gang ved at skrive

-
r~

P = ([_3,_25_1,0,152,3])

7
3

2
0

-1
-1

-2
0

-1
3

2
8

7
15

P =

> B >

} (9.8)

Disse punkter plottes med kommandoen punktPlot (fra Gym-pakken):

with(Gym) :
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punktPlot (P)
151 *
10
L ]
5.
L ] L ]
-2 410 1 2 3 4 5 6 1

Allerede her kan vi fa en fornemmelse af forlgbet: Vi starter i punktet (7, 3) til £=—3. Til t=—2 befinder vi os i punktet (2, 0), til
=—1 ipunktet (—1,—1), osv.

Kommandoen vektorPlot klarer alt dette i én arbejdsgang:

vektorPlot (?(t), t=—3 .3, gridlines )

151
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Her er grafen tegnet i et automatisk vindue. Vi kan fa en paenere graf ved at indstille vinduet manuelt, men start altid med det
automatiske (z-intervallet @ndres ogsa en smule for at fa det valgte vindue fyldt helt ud):

vektorPlot(?(t), t=—4 .3, view=[—3.8,—2..9], gridlines, size =300, 300])

Ofte er det slet ikke nedvendigt at bekymre sig om #-intervallet, der som standard er £=—15..5. Vi ville fa ngjagtig den samme graf
ved blot at bruge standarden:

vektorPlot (7 (), view = [ —3 ..8,—2 .91, gridlines )
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9.4 Skeaering med akserne

Skal du mere og andet end blot at tegne grafen for en vektorfunktion, er det en god ide at definere de to koordinatfunktioner forst og
derefter definere vektorfunktionen:

Vi skal definere

N )

r(t) = )
t+2t

Hertil defineres forst koordinatfunktionerne
x(t) = =2

xi=tof—2 ©-9)
y(t) =F+2¢

yi=te +2-1 (9.10)

og sa defineres vektorfunktionen vha. de to koordinatfunktioner

Fi= e (x(1), (1) ©-11)
Skaeringspunkterne med akserne kan sa bestemmes:

Skeering med x-aksen:

solve

y() =0 — {r=-2}, {t=0}

Dette giver os de tidspunkter, hvor skaringen sker. For at finde skaringspunkterne udregnes funktionsvardierme

Skeeringspunkterne med x-aksen er sdledes (2,0) og (—2,0).

Skeaering med y-aksen:

x()=0 =5 {r=y2}, {t=—V/2}

Dette giver os de tidspunkter, hvor skeeringen sker. For at finde skaeringspunkterne udregnes funktionsveardierme

0 ajrumn .
7(=J7) - R
2-22 —0.83
0
;)( 2 _ afrund 0
2+2J2 4.83

Skaringspunkterne med y-aksen er saledes (0, 2—-2 \/7 ) og (0, 2+2 \/7 ) .
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Eksempel 1
En vektorfunktion er givet ved

£+1
4¢t—2¢

7(1) =

Bestem skeeringspunkterne med koordinatakserne.

Vi gor som ovenfor og definerer:
x(1) =F+1:

y(t) =4t—27¢:

Skeering med x-aksen:

(1) =0 =25 (t=0}, {r=2}

N 1
r(0) =
L 0 d
7(2) = ?
L 0 d

Skaringspunkterne med x-aksen er sdledes (1,0) og (9,0).

Skeering med y-aksen:

reelSolve
0——

x(t) = -1 -1

Her er reelSolve fra Gym-pakken valgt for at undga komplekse losninger.

0
-6

7(=1) =

Skeeringspunkterne med y-aksen er saledes (0,—6)

(9.12)
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9.5 Eliminering af parameteren

Fra tid til anden kan man eliminere parameteren i en vektorfunktion og bestemme en ligningen for en kurve, som vektorfunktionens
graf (banekurven) er en del af.

Lad os som et eksempel herpé se pé vektorfunktionen (her skrevet som en parameterfremstilling, da denne form er mest bekvem at
arbejde med her):

t—1
£+1

X

y

Parameterfremstillingen giver os de to ligninger
x=t—1

y= £+1

I den gverste ligning isoleres #:
x=t—1>t=x+1

Dette udtryk for t indsattes i den nederste ligning

simplity

y=@x+1)*+1 y=x"+2x+2

Heraf ser vil at banekurven er en del af (her det hele) af parablen med ligningen y = X +2x+2.
Dette arbejde kan vi fa Maple til at udfere
eliminate({x =t — 1,y =7+ 1}, 1)

[{t=x+1}, (x> +2x—y +2}] (9.13)

hvor der i den sidste parentes er underforstaet, at X +2x— y + 2=0. Ved at isolere y i dette udtryk har vi y = x*+2x+2,s0m
for.

Lad os tegne kurven. Det er meget nemt, da den er givet ved en ligning, idet ligningen blot skal traekkes til et 2D-plot (velg: Insert >
Plot > 2-D):
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Eksempel 1

Her bytter vi om pé de to koordinatfunktioner

£+1
t—1

y

Vi prever at eliminere parameteren

eliminate({x =7+ 1,y =t — 1}, 1)

V¥ —x+2y+2=0

[{t=y+1}, ()’ —x +2y +2}]

y2—x+2y—|—2=0

(9.14)

(9.15)

Lad os tegne kurven. Det er meget nemt, da den er givet ved en ligning, idet ligningen blot skal traekkes til et 2D-plot (velg: Insert >

Plot > 2-D plot):

Her bliver kurven ogsa en parabel, men ikke en parabel i seedvanlig forstand, der jo har grenene opad eller nedad. Parablen, der er

tegnet her, er faktisk parablen fra eksemplet ovenfor spejlet i linjen med ligningen y =x.
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9.6 Differentiation af en vektorfunktion

Hvis de to koordinatfiunktioner x(¢) og y(¢) er differentiable i et abent interval I, er vektorfunktionen

Ofte betegnes den afledte funktion 3(:) .

Vi ser igen pé vektorfunktionen

Ft)= (=2, +20:

Den afledte kan bestemmes ved blot at skrive:

2t
2t+2

9
r'(t) =

og du kan udregne vardier, fx

Ofte er det dog en god ide at definere de to koordinatfunktioner forst
x(t) =7 —2:
y(t) =F£+2¢:

og sa definere vektorfunktionen ved
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9.7 Tangent til banekurven

Tangent til banekurven

Det, vi for det meste skal bruge den afledte af en vektorfunktion til, er til at finde tangenter til banekurven. Der gaelder nemlig:

Hvis ?'(to) + ?)), sa er ?'(to) er en retningsvektor for tangenten til banekurven i punktet (x(%), y(%)) -

Eksempel 1

Vi skal bestemme en parameterfremstilling for tangenten til banekurven for

£—2
£+2t

i punktet svarende til parameterveerdien ¢ =1.

Vi definerer forst funktionen

-

F(t) = (F=2,f+21):

Punktet, vi skal bruge, er

Herefter kan vi opskrive parameterfremstillingen
I(t) = (=1,3) +1-(2,4)

I=1tw(=1,3) 4+t (2,4) (9.16)
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Vi skal have lavet et plot for at se, om vi har regnet rigtigt:

with(Gym) :

vektorPlot ( [ [7(t) ], [1(2), color ="Navy"]], view =[ —3..8,—2..9]

Eksempel 2 (med brug af tangent-kommandoen i Gym-pakken)

Vi ser pa det samme eksempel som i Eksempel 1:

Vi skal bestemme en parameterfremstilling for tangenten til banekurven for

)
F+2¢

() =

i punktet svarende til parametervardien ¢=1.

Vi starter med at definere vektorfunktionen:
with(Gym) :

()= (P =2,F+21) :
Vi indsetter 1 tangent-kommandoen:

tangent (7(1‘), t=1)

—1+2¢
3+4¢

X

y

(9.17)

Her fér vi ikke direkte tangenten udtrykt som en funktion, s& det mé vi selv gere (ved copy&paste — eller selv skrive det):

I(6) == (—14+243+41)

Plottet laves pracis som beskrevet i Eksempel 1

l'=tm (—1+2-1,3+41)

(9.18)
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Eksempel 3 (tegning af flere tangenter)

Eksemplet, vi skal bruge, er det samme som ovenfor
T) = (P =2, +21):

Vi skal tegne tangenterne herende til parametervaerdierne =1 og ¢ =—2 . Tangenterne bestemmes som beskrevet ovenfor:

2ay=| !
3
r'(1) =
4
I(t) = (—1,3) + 1 (2,4)
Ii=tr (—1,3) + (2, 4) 9.19)
P2y =2
0
20 oy —4
(=2 = |
m(t) = (2,0) + t-(—4,—2)
mi=tw (2,0) + ¢t (—4, =2) (9.20)

Her skal vi vaere meget opmaerksomme pa, at nar der tegnes flere vektorfunktioner i samme plot, s& skal vektorfunktionerne skrives
som en liste af lister:

[[7 ()], (101, [m(2)]]

og det skyldes, at det skal vaere muligt at foje forskellige egenskaber til de enkelte plots — fx som her: color, men i andre
sammenhange ogsa det f-interval, der skal benyttes.

Plot-kommandoen til at se sddan ud, hvor vi har en liste bestaende af 3 lister:
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9.8 Vandrette og lodrette tangenter

Vi arbejder videre med vektorfunktionen

x(t) =7 —2:
y(t) =£F£+2¢:
7 (1) = (x(1), (1))

For at kunne se udtrykket pa vektorform beregnes 7(t) :

N £-2
t:
s Y

Vandrette tangenter

For at finde de steder, hvor banekurven har vandret tangent, loses ligningen
y'(6) =0 =25 (t=—1)

Sa til

t=—1 er der vandret tangent. Tangeringen sker i punktet med stedvektoren

—1
—1

-

F(=1) =

og retningsvektoren for tangenten er

-2
0

-

r'(—1) =

En parameterfremstilling for denne vadrette tangent er
I(t) = (—1,—1) +¢(—2,0)

l=t(—1,—1) +1t(=2,0)
Lodrette tangenter

For at finde de steder, hvor banekurven har lodret tangent, lgses ligningen
x'(1) =0 =2 (t=0}
Sé til

t=0 er der loddret tangent. Tangeringen sker i punktet med stedvektoren

(9.21)
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og retningsvektoren for tangenten er

r'(0) =
2

En parameterfremstilling for denne vadrette tangent er
m(t) = (—=2,0) +¢(0,2)

m:=tw~ (—2,0) +¢0,2)
Lad os tegne den vandrette og den lodrette tangent ind sammen med banehurven

with(Gym) :

Her kunne vi naturligvis ogsa have benyttet tangent-kommandoen fra Gym-pakken til at bestemme de to tangenter:

tangent (7 (1), t=—1)

tangent (7 (1), t=0)

Eksempel 1

En vektorfunktion er givet ved

£+1
41—27

7(1) =

Bestem lodrette og vandrette tangenter

Vi gor som ovenfor og definerer:

x(1) =7~ +1:

(9.22)

(9.23)

(9.24)
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- £+1
27 +4¢
Vandrette tangenter

For at finde de steder, hvor banekurven har vandret tangent, loses ligningen

Y1) =0 =5 (1=1}
Sa til

t=1 er der vandret tangent. Tangeringen sker i punktet med stedvektoren

En parameterfremstilling for denne vandrette tangent er
I(t) = (2,2) +¢+(3,0)

l=1tw»(2,2) +1t(3,0)
Lodrette tangenter
For at finde de steder, hvor banekurven har lodret tangent, loses ligningen
x'(1) =0 =25 {t=0}, {=0}
Sé til

t=0 er der lodret tangent. Tangeringen sker i punktet med stedvektoren

og retningsvektoren for tangenten er

r'(0) =
4

En parameterfremstilling for denne lodrette tangent er
m(t) = (1,0) +¢(0,4)
m =t~ (1,0) + ¢ (0, 4)

Vi plotter for at se, om vi har regnet rigtigt

(9.25)

(9.26)
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vektorPlot ([[7 (1) ], [1(£), color = "Navy" ], [m(t), color = "Navy" ], view = [0..10,—4 ..4])

(=]
N 4
g
o 4
oo

Og det ser jo rigtig fornuftigt ud!

9.9 Dobbeltpunkter

Et punkt, som banekurven for en vektorfunktion passerer to gange, kaldes et dobbeltpunkt.

Et eksempel pa en vektorfunktion med et dobbeltpunkt er

-

F(t)={(f—=3,£—41)
Fe=te (=3, —4-1) (9.27)
with(Gym) :
vektorPlot(?(t), view=[—8.8,—8..8])
8-
6.
4

Her kan vi nemt aflaese, at der er et dobbeltpunkti (1,0).

Parametervaerdierne kan vi bestemme ved at lgse ligningen
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F(6)=(1,0)
2 —
r=3 1 (9.28)
£ —4t 0
Dette giver os to ligninger med én ubekendt. Vi satter Maple til at lose (selvom det er ganske nemt med handkraft):
solve({f —3=1,£ —41t=0})
{t=2}, {t=—-2} (9.29)
Men hvad nu, hvis vi ikke kunne aflaese dobbeltpunktet? Ja, sa ma vi jo regne os frem til det. Her et tricket at se pa ligningen
T(t)=7(s)
2 —
£—3 | _| &-3 ©30)
P —4t S —4s
hvor vi benytter to forskellige parametre ¢ og s. Vi leser ligningssystemet bestaende af to ligninger med to ubekendte:
solve({f —3=s*—=3,f —4t=5 —4s,5<t})
{s=—=2,t=2} (9.31)
hvor s < ¢ er tilfojet for at undgd symmetriske losninger.
TIP: Kommandoen solve kan lgse vektorligningen direkte
solve(7 () =7 (s))
{s=t,t=t}, {s=—-2,t=2}, {s=2,t=—2} (9.32)
Eksempel 1
Sa nemt som ovenfor gér det sjeldent. Lad os se pa dette eksempel:
7)) =P =347 1)
Fe=te{(f =3-1,4-F—1) (9.33)

with(Gym) :
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vektorPlot (7 (), view = [ —3 ..3,—2 ..4])

—2

Her er 3 dobbeltpunkter, hvoraf vi blot kan aflase koordinaterne til det ene.

Vi leser ligningen
- -

r(9)=r(s)

£—3¢ s —3s

—f+47 —s'+ 45

Her er det fornuftigt at sette nogle options pa solve-kommandoen for at undga et ret uforstaeligt output

solve({£ =3 t=5—=3s,—' +4F==s"+ 45t <s}, AllSolutions, explicit)

{s=[—\/2?—‘/27]3+2\/?+2\/7,t=—\/?—‘/7}, (=T ==y s

2 2

(A ) ea I

2 2

(9.34)

(9.35)

- og her har vi de eksakte parameterverdier. Punkterne beregnes ved at indsatte parametervardierne i vektorfunktionen



166 < Vektorfunktioner

9.10 Vinklen mellem to passager af et dobbeltpunkt

Vi ser igen pa vektorfunktionen
9
r(1):

vektorPlot (7 (), view = [ —3 ..3,—2 .4])

(F—=3,f—41):

-8 —6

Dobbeltpunktet passeres til parametervaerdierne £ =—2 og ¢t =2 (som udregnet ovenfor)

Vi skal have fundet vinklen mellem de to retningsvektorer, der er

—4
7(=2) =
8
4
7'(2) =
8

Vinklen bestemmes saledes

vinkel ((—4, 8), (4, 8)) = 53.13010235

Lad os tegne de to vektorer ind (med Maple's tegnevaerktej):
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9.11 Parameterfremstilling for en cirkel

Hvis banekurven for en vektorfunktion fremstiller en cirkel, benyttes oftest betegnelsen 'parameterfremstilling' for denne
vektorfunktion — pracist som betegnelsen 'parameterfremstilling' benyttes, hvis banekuven er en ret linje.

Banekurven for parameterfremstillingen

(£) = {(cos(t), sin(?))

T

p =t~ {(cos(t), sin(?)) (9.36)

er en cirkel med centrum i (0, 0) og radius 1 — altsa enhedscirklen. Hvis vi lader parameteren ¢ gennemlebe alle reelle tal, vil

banekurven gennemlgbes uendeligt mange gange. Nojes vi med ¢ € [0, 2 1], vil banekurven gennemlgbes netop én gang.
with(Gym) :

vektorPlot (p(t), t=0.2 m, view=[—2.2,—2.2])

Starten skeri (1,0):

0
1

Beveagelsen sker altsé i positiv omleb (mod uret).

Hvis vi vil have en cirkel med centrumi (0, 0) og radius 7, er parameterfremstillingen
p(#) = r+(cos(2), sin(z))

Og, hvis vi vil have centrum placeret et andet sted end i (0, 0), sd forskyder vi med vektoren (c, c,), sd parameterfremstillingen for

en cirkel med centrum i (¢4, ¢;) ogradius 7 er:

p(t) = (c1, c3) + r-(cos(2), sin(z))
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Eksempel 1

Cirklen med centrum i (—1, 2) og med radius 3 har parameterfremstillingen
p(t) == (—1,2) + 3-(cos(¢), sin(¢)) :
with(Gym) :

vektorPlot (p(t), t=0..2 m, size = 300, 300 ])

Cirkelbevagelsen kan speedes op ved at gange en konstant ® pa ¢ :
p(t) = (ci, c;) + r-(cos (1), sin(w1))

Hvis w =1 og viregner i sekunder, vil cirklen gennemlebes pa 2 © sekunder. Er @ =2, vil vil cirklen gennemlobes pa  sekunder.
Generelt gaelder, at omlebstiden 7T er

==
()
Eksempel 2

En cirkelbevegelse med centrum i (0, 0) skal starte i punktet (0, 3) og gennemlgbe cirklen én gang i lgbet af 1 sekund.

Parameterfremstillingen for denne cirkelbevagelse er

p(1) = 3'<COS[2 T+ %),sin(z Tt + %j>

p = t»3-<cos(2~m + %nj sin(Z-t-n + %n)> (9.37)
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vektorPlot (p(t), t=0 .1, view=[ —4 ..4,—4 .4])

_4 4
At bevaegelsen starter i (0, 3) folger af, at
5 0
p(0) =
3
. . 2n
Og at t-intervallet er [0, 1] folger af, at omlebstiden er 7= T =1
T

9.12 Hastighed og acceleration

Grafen for en vektorfunktion kan benyttes til at beskrive banekurven for en partikelbevagelse — eller for den sags skyld en bold, der
kastes.

I denne kontekst beskriver

partiklens position til tiden ¢.

Den afledte funktion

- -

v(t)=r'()=(x'(2), ' (1))

beskriver partiklens hastighed til tiden ¢. Denne vektor kaldes hastighedsvektoren. Hastighedsvektoren er saledes retningsvektor for
tangenten til banekurven i punktet med koordinaterne (x(¢), y(t)).

Ved partiklens fart til tidspunktet # forstas leengden af hastighedsvektoren.

Endelig er partiklens acceleration til tiden ¢ bestemt ved

- -

a(t)=v'(t) = x"(1),y"(2))
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Eksempel 1

En vektorfunktion er givet ved

£ -3t
F—4

-

r(t) = , —225 <t<225

Kurven har et dobbeltpunkt O, der passeres til to forskellige vaerdier af ¢.

a) Bestem gradtallet for vinklen mellem hastighedsvektorerne svarende til de to verdier af ¢.

5
b) Bestem det tidspunkt, hvor hastighedsvektoren er ensrettet med vektoren

¢) Gor rede for, at til tidspunktet =0 er hastighedsvektoren og accelerationsvektoren ortogonale.

Lesning:

Forst plotter vi vektorfunktionen — og her skal vi huske at tage definitionsintervallet med i vektorPlot kommandoen:
F()=(f =342 —4)

Fi=te (f —34,0—4) (9.38)

For at bestemme de to parametervardier, hvor vi befinder os i dobbeltpunktet, loser vi ligningen

-

r(1)=(0,—1)

(9.39)

solve(?(t) =(0,—1), explicit)
{t=V3} {1=-V3} (9:40)

Uden explicit vil Maple returnere noget RootOf snask.
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Vinklen mellem de to hastighedsvektorer kan nu bestemmes som

vinkel(?‘(—\/?),?(\/?)) = 60.

Sa vinklen mellem de to hastighedsvektorer er 60 °.

Der er intet til hinder for at regne de to hastighedsvektorer ud forst:

6

_2\/?

23

og derefter udregne

vinkel ({6, =2 V3 ), (6,23 )) = 60.
b)

For at bestemme det tidspunkt, hvor hastighedsvektoren er ensrettet med vektoren , seetter vi determinanten af de to vektorer lig

med 0 — og lgser den ligning, der kommer frem:
det(7'(2), (5,4)) =0

124-10t—12=0 (9.41)

solve

3 =2
{t— 5 } {t 3 } (9.42)

For disse ¢-verdier er hastighedsvektoren parallel med vektoren (5, 4). Vi udregner de to hastighedsvekterer

3 15
N 20
"= | = 4
’ [ 2 )
3
Heraf ses, at for t= 3 er hastighedsvektoren ensrettet med vektoren (5, 4). For t=— 2 er de to vektorer modsat rettede.

2 3

<)

Til tidspunktet £ =0 er hastighedsvektoren og accelerationsvektoren hhv.

-3
0

r'(0) =
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Det ses umiddelbart, at de to vektorer er ortogonale.
Hvis vektorerne ikke var sa simple, ville vi vere nedt til at tjekke, om skalarproduktet af de to vektorer er 0:

(—3,0).(0,2) = 0

Hastighedsvektoren og accelerationsvektoren er ogsé ortogonale for ¢ = %\/7 og for t=— %\/7 . Prov at tjekke dette

9.13 Areal af et omrade begreenset af en banekurve

Vi skal her igen se pé vektorfunktionen

x(t) =F—3:
y(t) = —4¢:
7)) = (0, ()
o= te (x(2), (1)) 9.43)
vektorPlot (7 (t), view = [ —4 .4,—4 .4])

Vi skal bestemme arealet af det begreensede omréde, der indesluttes af banekurven. Hertil er det meget vigtigt forst at gere sig klart,
hvordan banekurven gennemlgbes.

Fra tidligere ved vi, at dobbeltpunktet passeres til tidspunkterne £ =—2 og t=2. Det er nemt at se, at til =0 befinder vi os i punktet
(—3,0). Men hvilken vej kommer vi rundt i slgjfen?

Hertil kan vi fxudregne

-2
3

7(=1) =
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Heraf kan vi slutte, at kurven gennemlebes som vist med pilene:

Den satning, vi skal bruge til at bestemme arealet, siger:

Arealet af et omrade begranset af banekurven for en vektorfunktionen

hvis » er en ikke negativ funktion og x er en voksende funktion i intervallet [, %, ].

Saetningen kan udvides til tilfeeldet, hvor x er en aftagende funktion: Der skal i dette tilfaelde blot saettes et minus pa integranden.

Setningen kan ogsa udvides til tilfeeldet, hvor y er en negativ funktion. Her skal ogsa settes et minus pa integranden.

For at bestemme arealet af den gverste (halvdel) af slgjfen, skal vi udregne integralet

0

—J y(1)-x'(8) de
-2

128
15

Funktionen y er positiv i intervallet [ —2, 0]. Funktionen x er aftagende i i intervallet [ —2, 0], sd der skal settes et minus pa

integranden.

For den nederste halvdels vedkommende, , skal vi udregne integralet

—Jy(t)-x'(t) dt =
0

128
15
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Funktionen y er negativ i intervallet [ —2, 0]. Funktionen x er voksende i intervallet [ —2, 0], sd der skal sattes et minus pé
integranden.

(128 256 gmna o oo

2 15 15

Alternativ metode:

Opgaven kan ogsa leses ved at eliminere parameteren i vektorfunktionen

-

F(t)=(f—3,0—41)
Fimte (P = 3,7 — 4-1) 944)
Vi setter Maple pa opgaven:

eliminate({x =0 —3,y=0 — 41}, 1)

thle}»{—x3—x2+3’2+5x—3} ©45)

Herefter skal vi isolere y i ligningen —x* — x* +y* + 5 x — 3 =0 . Hertil kunne det vre fristende at benytte kommandoen isolate

til dette, men det er uklogt, idet isolate kun vil give os én af lgsningerne. I stedet valger vi (i kontekstmenuen) Solve > Solve for
variable > y:

— =2y +5x =30 T [[y=VF 3 - D] [y=—Vx+3 = 1]
Vi definerer sé to funktioner ved de isolerede udtryk for y :
fl)=x+3 (x—1)
f=x»3+x-(x—1) (9.46)
gx) ==Vx+3 (x=1)
g=xm —/3F+x-(x—1) (9.47)

Og plotter disse i samme koordinatsystem:

Herefter kan vi bruge ganske almindelig arealbestemmelse:

Arealet mellem den rade kurve (grafen for f) og x-aksen er bestemt ved
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! 128
0—f(x)dr = o
J_3 £(x) 2

og arealet mellem den bla kurve (grafen for g) og x-aksen er bestemt ved

128
j_sgm dv = o

. 128 _ 256 afrund 1707

15 15

9.14 Kurveleengde

Vi skal her igen se pa vektorfunktionen

F)= (=3, —41

med denne graf

vektorPlot(?(t), view=[—4 .4,—4 .4])

ri=te (f—3,0 —4-1)

(9.48)

Vi vil beregne leengden af den kurve, der danner slgjfen. Fra vor tidligere viden om denne vektorfunktion ved vi, at dobbeltpunktet

passeres til tidspunkterne t=—2 og t=2.

Til bestemmelse af lengden af den kurve, der gennemlebes i tidstummet [#, £, | kan beregnes ved integralet:

t
2
L=J \/x'(t)z +y'(t)2 dr
g
I vores eksempel far vi

2
J_Zx/x'(t)2 +y‘(t)2 dr
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Udregner vi dette integral ved at taste Enter (eller Alt+Enter) far vi et uforstaeligt udtryk, der fylder flere linjer. Vi skal derfor tvinge
Maple til at regne numerisk. Det gor vi ved at skrive grenserne som hhv —2.0 0g 2.0:

2.0
J X (07 + ()7 dt = 15.69399565
—2.0

Sa der er ca. 15.7 hele vejen rundt.



10 Funtioner af to variable
10.1 Forskrift og graf

Et godt eksempel pé en funktion at begynde med er f(x, y) = x*+ y2. Den defineres i Maple ligesom en funktion af én variabel — blot
skal der to variabler med her: typisk x og y:

fly)=x"+y
f=(xny)»y + (10.1)
Udregning af funktionsverdier sker sddan her:
f(1,2) =35
Til at tegne grafen for en funktion af to variable benyttes kommandoen

plot3d(f(x,y))

ITJr_lTlTJIITIiJrIT

hvor xy-koordinatsystemet ligger i bunden af kassen og funktionsverdien i punktet (x, y) afsettes lodret over bunden af kassen.

Du kan fa grafen tegnet i et almindeligt 3D-koordinatsystem ved at klikke i grafen og veelge Axes > Normal i kontekstmenuen. Sa
kommer det til at se sddan ud:

plot3d (f(x,y))

177
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Som grafen ser ud nu, ligner det vasketej hangt til terre, men det skyldes, at x- og y-vardierne er begreensede til firkanten

[—2,2] x [—2, 2] og at den lodrette z-akse automatisk skaleres. Her far vi veerdier i intervallet [0, 4]. Ved at begrense

intervallerne kan vi fa en langt panere graf:

plot3d (f(x,y),x=—2.2,y=—2.2,view=0..4)

10.2 Lodrette og vandrette snit

For at opna et dybere forstaelse af, hvorfor grafen ser ud, som den gor, er det nyttigt at studere lodrette snit i grafen. Vi vil kun se pa

lodrette snit, hvor snitfladen er vinkelret pa enten x-aksen eller y-aksen.

Da det er sveert at tegne den slags, vil vi her ty til Maple Tutoren Cross Sections, der findes med menuvalget:

Tools > Tutors > Calculus Multivariate > Cross Sections ...

Som standard vises funktionen f(x, y) =x*+ y2 :

® ® Multivariate Calculus - Cross Section
File Help
Plot Window .
Options

Expression: xA2+yA2
X = -4 . 4

y = -4 .. 4

Plane Eguation(s):

z = 0.32

# of Planes: 5

- Animate Plot Options...
Maple Command

Close

CrossSection( xA2+yA2,z=0.. 32, x =-4 .. 4,y = -4 . 4, output = plot, planes = 5, axes = boxed, scaling =
unconstrained);

- og som standard vises 5 vandrette snit i grafen, der alle er cirkler.
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Hvis vi i stedet vil have et lodret snit vinkelret pa x -aksen, sé @ndrer vi 'Plane equation(s)' til fx x =2 og trykker p& 'Display’
knappen for at fa snittet vist:

[ ] (] Multivariate Calculus - Cross Section 1

File Help
Plot Window i |
Options I

Expression: xA2+yA2
X = -4 . 4

y = -4 . 4

Plane Equation(s):

X = 2

# of Planes: 5

- Animate Plot Options... Close
Maple Command

CrossSection( xA2+yA2, x = 2, x = =4 .. 4, y = =4 .. 4, output = plot, planes = 5, axes = boxed, scaling =
unconstrained);

Og tilsvarende kan du fa vist et lodret snit vinkelret pd y-aksen ved i stedet at indtaste ligningen y =2.
I begge tilfeelde ses snitkurverne at blive parabler. Det kan man i evrigt ogsa nemt overbevise sig om ved at sette x =2 1 funktionen:
fy) =2+

f=(y)py +x (10.2)
f(2,9) =y +4
Der ses at vaere en parabel i et yz-koordinatsystem.

plot(y* +4,y=—5.5,2=0.25)




180 < Funtioner af to variable

Og tilsvarende, hvis y holdes fast:

f(x,2)=x>+4

Der ses at veere en parabel i et xz-koordinatsystem.

Eksempel 1
Vi skal her undersege grafen for
flxy) =x'=)
f=(xy)px—y (10.3)
Holder vi x fast ved at s&tte x = a, s bliver snitkurverne
fla,y) =a" =y
hvilket er parabler i et yz-koordinatsystem., der vender grenene nedad.
Holder vi y fast ved at sette y =a, sa bliver snitkurverne
f(x,a) = —a* +
hvilket er parabler i et xz-koordinatsystem., der vender grenene opad.

Lad os se pé grafen:

plot3d (f(x,y))

- og her ses tydeligt, at snittene er parabler, der vender hver sin vej. Der siges at vere et saddelpunkt i (0, 0) . Grafen ligner jo lidt
sadan en saddel man placerer pd ryggen af en hest.



181 < Funtioner af to variable

10.3 Niveaukurver

Niveaukurver fremkommer ved at projicere vandrette snitkurver i en 3D-graf ned p& bunden af kassen (mere pracist: xy -planen), der
plottes i.

Vi har allerede set, at vandrette snit 1 funktionen
fxy) =%+
f=(ny)»y +x (10.4)
vil vaere cirkler. Derfor vil niveaukurverne for denne funktion vare en rakke koncentriske cirkler:
with(Gym) :

niveaukurver (f(x,y),x=—5.5,y=—5.5)

7

Ved at holde markeren over kurverne vises den z-vaerdi, der herer til den padgaldende kurve.
T \
o \

A"

Y
456 \

[ |
of 19 s

Der tegnes som standard (om muligt) 10 niveaukurver, der er farvet i en red-bla skala, sé jo mere bla en kurve er, jo sterre z-veerdi.

%

Lad os ogsé tegne niveaukurverne for

flxy) =x"—y

f=(xy)»x* =) (10.5)
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niveaukurver (f(x,y),x=—5.5,y=—5.5)

]

%7

—\

Bevager vi os fra 0 i x-aksens positive retning, far vi sterre og sterre vaerdier — det samme sker, hvis vi bevaeger os i negativ retning.

Her fremgar det tydeligt, at der er en saddel i (0, 0):

Beveager vi os fra 0 i y-aksens positive retning, fir vi mindre og mindre verdier — det samme sker, hvis vi bevager os i negativ
retning.

Eksempel 1

Her skal vi se et eksempel, hvor det ikke er helt simpelt at tegne niveaukurverne.
gx,y) =2x+6x)y" —3y*—150 x

g=(5y)r2:x +6x)y —3y —150-x (10.6)
Til en start forsgger vi os med:

niveaukurver (g(x,y),x =—10..10, y =—10..10)
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Vi fér tegnet alt for fa niveaukurver, sé vi gger antallet:

niveaukurver (g(x,y), x =—10..10, y=—10..10, konturer = 100, size = [350, 350 ])

Kigger vi grundigt pa niveaukurverne og bruger markeren til at aflaese veerdier, ser det ud til, at der er et lokalt maksimumi (—5, 0)

og et lokalt minimum i (5, 0).
Det kunne se ud til at der er et saddelpunkti (—3,—4) ogi (3, 4), men det kraever en neermere undersggelse at se dette.
Ved at tegne nogle specifikke niveaulinjer (konturer), kan vi f et kraftigere indicium p4, at der sker noget i naerheden af disse punkter:

niveaukurver(g(x,y), x =—10..10, y =—10..10, konturer = [ —500,—450,—300, 300, 450,
500], numpoints = 10000, size = [350, 350])

10

(AN L

— 10~

hvor det har vaeret nodvendigt at satte antallet af plotpunkter op for at kurven ikke skal veere alt for takket.

Lad os til sidst se, hvordan grafen ser ud:

plot3d(g(x,y))
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Vi vender tilbage til dette eksempel, hvor vi udregner den preacise beliggenheden af de punkter, hvor der er lokalt minimum, lokalt

maksimum eller et saddelpunkt.

10.4 Partielle afledte og tangentplan
Vi starter med et simpelt eksempel, hvor vi nemt kan se, om der regnes rigtigt.
fxy) ="+

fi=(y)ry +x

(10.7)

0
De partielle afledte findes ved hjelp af skabelonen ™ (f) der gemmer sig i 'Calculus'-paletten. Skabelonen udfyldes ved hjelp af

TAB-tasten:

0
oy V) =2x

0
a(f(x,y)) =2y

Eksempel 1

Bestem de partielle afledte af funktionen
2

glx,y) =x"y

g=(x,y) > x"y

(10.8)
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Eksempel 2

Bestem de partielle afledte af funktionen
h(x,y) =2x +6xy"—3) — 150 x

hi= (x,y)»2x +6x)y =33 —150-x (10.9)
d

5y hxy)) = 6 x>+ 6y — 150

0 _ 2
W(h(x,y)) =12yx—9y

0 . .
I stedet for at benytte symbolet ™ kan man direkte skrive

diff (f(x,y),x) =2x
diff (f(x,y),y) =2y

Ofte betegnes disse afledte funktioner med f, of f;. For at kunne bruge disse navne, er vi nedt til at tvinge Maple til beregning. Hvis

vi blot definerer f(x,y) =

ax (f(x,y)), vil det ikke fungere, hvis vi satter tal ind for x og y. I stedet skal vi definere saledes:

floy) ="+

f=(xy)»y +2 (e
0
[y = MakeFunction (af(an/)s x,J’j
fi=(x,p) »2-x (e
0
f, = MakeFunction ( 5y f(x,»), xa)’j
£im (5,9) 2y (10.12)

Sé kan vi udregne fx

f(2,1)=4

Tangentplan

Tangentplanen i punktet (xo, ¥, Z9) pa grafen for en funktion af to variable er bestemt ved ligningen:

z=p-(x —x) +q-(¥y —») + 2

hvor p =f(xp, ¥9) 08 q =£,(%p: o) -
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Eksempel 3

Tangentplanen til grafen for funktionen

floy) ="+

i punktet (2,2, 5) bestemmes saledes:

Forst defineres (copy & paste):

9
f. = MakeFunction (ﬂf (x,¥), x,yj

0
fy := MakeFunction (Ef(X,y), x,J’j

Dernast kan vi udregne p og g:
p=142,1)=4

g =f(2,1)=2
Ligningen for tangentplanen bliver da:

z=p-(x—2)+q(y—1)+5

f=(xy)»y +x (10.13)
fi=(ny)»2x (10.14)
f=(xy)»2y (10.15)
z=4x—-5+2y (10.16)

Med kommandoen tangentplan fra Gym-pakken klares det helt uden mellemregninger:

with(Gym) :

tangentplan (f(x,y), [x,y,z]=[2, 1, 5])

Eksempel 4

z=4x—5+4+2y (10.17)

Vi skal her bestemme ligningen for tangentplanen i punktet (—5, 0, 500) til grafen for

gx,y) =2x+6xy =3y —150x

g=(5y)»2:x +6x)y —3y —150-x (10.18)

Hvis vi har aflaest rigtigt pa niveaukurverne, skal der vere lokalt maksimum i dette punkt og tangentplanen skal vare vandret. Lad os

S¢:

0
g, = MakeFunction [ ag(-xa y): X, yj

0
gy = MakeFunction [ ag(x, y)a X, y)

= (x,y) 6%+ 63> — 150 (10.19)

g = (xy)~12:yx =9 (10.20)
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Dernast kan vi udregne p og g:

P =g(=50)=0
q:=g/(—50)=0

Ligningen for tangentplanen bliver da:

z=p-(x—(=5)) +q-(y —0) + 500
z=1500

Med kommandoen tangentplan fra Gym-pakken klares det helt uden mellemregninger:

with(Gym) :
tangentplan (g(x,y), [x,y,z]=[—5,0,5001])
z=1500
Lad os ogsa lige prove med punktet (3, 4), der var en kandidat til et saddelpunkt

tangentplan (g(x, y), [x,y,z] =[3, 4])
z=-300

Sé punktet (3, 4) ser ud til at veere et saddelpunkt — i al fald er tangentplanen vandret.

10.5 Gradienten

Gradienten til en funktion f(x, y) i to variabler er defineret som 2D-vektoren:

0
oy V&)
grad(fx,y)=|
3y )

sa, hvis

flx,y) =x"+y":

er gradienten

0

52 ()

2x
2y

]
@(f(x,y))

(10.21)

(10.22)

(10.23)

Det kan vere lidt omstendeligt at benytte dette udtryk til bregning af gradienten i et punkt, fx (1, 2), idet vi ikke umiddelbart kan

seette tal ind 1 udtrykket. Men vi kan benytte 'Evaluate at a point' og indtaste x =1 og y =2 i den dialogboks, der kommer frem.

2x 2

evaluate at pomnt

2y
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Problemet er, at det ikke fremgar, at det er punktet (1, 2), der er benyttet.

Gradienten udregnet med Gym-pakken:
Det er meget nemt at regne gradienten ud med kommandoen gradient i Gym-pakken:
with(Gym) :

2x
2y

gradient (f, [x,y]) =

og skal du bruge gradienten i et punkt fx (1, 2), sd udregnes den sddan

gradient (f, [x,y]=[1,2]) =

4

gradienten har den egenskab, at den angiver den retning, vi skal 'ga i, for at funktionsvardien vokser mest — forudsat gradienten er
forskellig fra nul-vektoren.

Eksempel 1

Vi kan regne ud, hvor meget funktionen vokser, hvis vi gér i en bestemt retning. Hertil benytter man en enhedsvektor i den
pageldende retning.

Lad os benytte vores standardeksempel

floy) ="+

og lad os antage, at vi stér pa grafen i punktet (1,2,5).
Gradienten i dette punkt er

with(Gym) :

2
4

gradient (f, [x,y]=[1,2]) =

En enhedsvektor i gradientens retning kan bestemmes ved

v := enhedsvektor ((2, 4))

(10.24)

Hvis vi beveeger os et skridt af laengde 1 i gradientens retning, sa kan tilvaeksten i funktionsvaerdi udregnes som skalarproduktet
Az=(2,4)V
n=25 (10.25)

at 5 digits

Az = 44722 (10.26)
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Gar vi et skridt af lengde 1 1 fx vinklen 45 ©, s gar vi i en retning bestemt ved enhedsvektoren

o= feos  J-sn( )

J2
R 2
pap (10.27)
J2
2
Tilvaksten i funktionsvaerdi er
Az=(2,4)¢
Az=32 (10.28)
at 5 digits
Az =4.2426 (10.29)

Altsé en lidt mindre tilvaekst end i gradientens retning.

10.6 Stationeere punkter

Lad f(x,y) vere en funktion af to variable.

Et punkr (x, y) kaldes et stationcert punkt, hvia

0 0
oy S(2))=00g @(f(x,y)) =0

Ud fra den made, hvorpa ligningen for tangentplanen er fastlagt, er det klart, at der er en vandret tangentplan i et stationert punkt.

0 0
De stationzre punkter bestemmes ved at lgse de to ligninger x (f(x,y)) =0 og @ (f(x,y)) =0 som et system bestaende af to

ligninger med to ubekendte.

Lad os se pa eksemplet:
gx,y) =2x+6x)y* =33 —150 x
g=(x,y)»2x +6xy =3y —150x (10.30)

For at finde de station@re punkter loser vi

sobve( {3 (g(x,)) =0, 5 (glx,)) =0}

{x=5,y=0}, {x=—5,y=0}, {x=3,y=4}, {x=—-3,y=—4} (10.31)

Sa her er der 4 stationaere punkter, hvor der er vandret tangentplan.

Tager vi igen et kig pa niveaukurverne for g, kan vi se, at det ser meget fornuftigt ud
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niveaukurver (g(x,y), x =—10..10, y=—10..10, konturer =100 )

@R
\ﬂ, o))
U=

Men vi ved stadig ikke, hvorvidt der er tale om lokale maksima / minima eller saddelpunkter i de enkete stationere punkter. Det ser vi
pa i naeste afsnit.

10.7 Arten af stationeere punkter

Nar vi differentierer en funktion f* af to variable med hensyn til hhv. x og y, far vi to nye funktioner, vi har betegnet f; og f;:
(5,5) =~ (£(5,9)) 08 £(x,3) =~ (f(x,3))

fey) =5 (f(x ) og fi(x,y 3y fxy

Hvis disse er differentiable, kan vi differentiere dem igen med hensyn til bdde x og y, hvilket giver os nogle dobbelt-afledte og
blandede-afledte:

0 92
fxx(X,J’)=E(ﬁc(X,J’))= ax2 (f(an’))
0 02
Sy(x,y) = W(fy(X,y)) = Tﬁ(f(x’y))

0
fxy(x’ y) = a(.ﬁc(xs J’))

0
Sl 9) = 5 (hlx))
Hvis de dobbelt-afledte og de blandede afledte af f er kontinuerte, kan man vise, at de to blandede afledte ens, altsa
Jolx,¥) =fu(x,¥) .
Som betegnelse for den blandede afledte benyttes f,,.

At fa alle disse funktioner defineret i Maple, s& de kan bruges som funktioner, er noget af et tastearbejde. Det kommer til at se sadan
ud
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9
f. == MakeFunction (ﬂf (x,y),x,yj
fi=(xy)»2x
9
f, == MakeFunction ( Wf (x, ), x, y]

f= (53)» =2y

2
fxx = MakeFunction ( %f(x’ J’), X, y)

foi=(x,y) 2

62
Jyy = MakeFunction ( —6 7 f(x,¥),x, J’)
y

Jy = (xy) > =2
2

0x0y

fxy := MakeFunction ( f(x, ), x,y)

fo = (%)~ 0

TIP:

(10.32)

(10.33)

(10.34)

(10.35)

(10.36)

Hvis du kommer til at arbejde meget med disse funktioner, kan du fa dem lagt ind i en palette ved at markere de 5 definitioner (traek
med markeren over alle definitioner, s hele omrédet bliver blat. Hejre-klik derefter i det markerede, og velg 'Create Task'

B RO PP
fi= MakeFuncuun[ aax F( . 84X
f= MakeFunctian[ By f{ Copy 38+C
. # Copy As >
S = Maﬁ&Fuﬂctmn[ ?" Paste 984V
Sy = MakeFuncﬁan[ %} Explore
a2 2-D Math >

foy = MMuﬂfﬁﬂﬂ[ m Create Task

og giv et navn til task'en:

® Create Task

Task Name: partielle afledte|
OK Close || Advanced |

Der skulle nu vaere dukket en ny palette op (den ligger allernederst i listen, men du kan traekke den laengere op, hvis du vil):

W Tasks

partielleafledte

Nar du fremover skal bruge definitionerne, skal du blot klikke pa 'partielle afledte' i Task-paletten, og de 5 definitioner vil blive indsat

pa markerens position (hvis muligt).

Det nemmeste er naturligvis, hvis du altid betegner funktionen med navnet f — ellers skal du rette i alle 5 definitioner.

sesksk
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I forbindelse med bestemmelse af arten af et stationaert punkt, far vi brug for en sterrelse, der hedder determinanten. Denne er
A(x’ y) = fxx(x= y) 'fyy(xa y) _fxy(x’ y)2

A= (x,9) 0 ful, ¥) fyx, ) = f(x,9)° (10.37)
(Denne kan du ogsa gemme i Tasks)

Der gezlder denne s@tning:

Lad Py(xy, yo) betegne et stationart punkt for funktionen f.

Der galder

L Hyis A(x, o) > 0 0g fii(x0, ¥o) > 0, s har f lokalt minimum i Py(x,, yo)
2. Hvis A(x, o) > 0 0g fi(x0, o) <0, sd har f lokalt maksimum i Py(x,, yo)
3. Hvis A(xg, ¥9) <0, sa har f et saddelpunkt i Py(x0, ¥9)
(*o, o)

4 Hvis A Xp, o) =0, kan vi ikke slutte noget (med denne metode)

Eksempel 1
Vi ser igen pé eksemplet (hvor funktionen nu hedder f):
flx,y) =2x+6x)y" =3y —150x
f=(6y)»2x +6xy —3y —150-x (10.38)

Hent sé alle definitioner ind fra Task-paletten — og serg for, at alle linjer bliver eksekveret:

0
[, *= MakeFunction (af(x:y)n xa)’j

fi= (%) » 6:x"+ 6-y> — 150 (1039
] 0
f, = MakeFunction (Wf (x,y),x,yj
o= (5y) o 120yx — 9.y2 (10.40)
62
[ = MakeFunction (Wf(x,y), X,.VJ
S = (5,9) > 12-x Hoan
62
tyy = MakeFunction (a—yzf(x,y)’ X,)’J
fy= (6,y) o 1202 — 18-y (1042

. 0
f = MakeFunction ( 0x0y f(x,y), x,y)

Sy = (xy)» 12y (10.43)

De stationzre punkter er
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solve ({f.(x,y) =0, f(x,y) =0})
{x=5,y=0}, {x==5,y=0}, {x=3,y=4}, {x=-3,y=—4} (10.44)
Hent sa diskriminanten:
AW, y) = ful® 2) Sy, ¥) = fi(x, )
A= (%) = fulX 2) (%, ¥) = fox, ) (10.45)
Og sarg for, at denne bliver eksekveret.

Sé er vi klar til at tjekke de enkelte punkter:
A(5,0) = 3600
f(5,0) =60

Der er altsé lokalt minimumi (5,0).

A(—5,0) = 3600

fu(—5,0) = —60

Der er altsé lokalt maksimumi (—5,0).
A(3,4) = —3600

A(—=3,—4) = —3600

Der er altsé saddelpunkteri (3,4) ogi (—3,—4).

I formelsamlingen er der indfert betegnelserne
r =fxx(x03 yO)
§ =fxy(x09 yO)

t=f,(%0, Yo)

Med disse betegnelser bliver determinanten

A=rt—s

Disse betegnelser vil ogsa blive brugt i det output der kommer fra funktionen art fra Gym-pakken, som vi skal se pé i naste eksempel
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Eksempel 2 - med Gym-pakken

Vi ser igen pa eksemplet:
glx,y) =2x+6x)y =3y —150 x:

- og bestemmer de stationare punkter.

sobve( { 3= (g(x.)) =0, 5 (g(x.») =0}
{x=5,y=0}, {x=-=5,y=0}, {x=3,y=4}, {x=-3,y=—4} (10.46)
Funktionen art bestemmer nu arten af de stationare punkter:
with(Gym) :
art(g(x,y), [x,y]1=[5,0])
r=60 s=0 =60
Determinanten er
A=r-t—s*=3600
Da A > 0 og » > 0 har funktionen lokalt minimum i
[5,0]

og funktionsverdien er —500

art(g(x,y), [x,y]1=[—5,0])

r=—60 s=0 t=—60

Determinanten er

A=r-t—s" =3600

Da A > 0 og r < 0 har funktionen lokalt maksimum i
[—=5,0]

og funktionsverdien er 500

art(g(x,y), [x, y]1=[3, 4])

r=36 =48 t=—36

Determinanten er

A=rt— s =—3600

Da A < 0 har funktionen et saddelpunkt i
(3,4]

og funktionsverdien er —300
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art(g(x,y), [x, y]=[—3,—4])

r=—36 s=—48 t=36

Determinanten er

A=r-t — s* =—3600

Da A < 0 har funktionen et saddelpunkt i
[—3,—4]

og funktionsverdien er 300

S& let kan det gores, men det er vigtigt, at du er med pé, hvad der sker bag kulisserne.



11 Chi2-Test
11.1 Inden du begynder

Leaesevejledning til
At treeffe sine valg i en usikker verden - eller den statistiske modellerings rolle.

Af Susanne Christensen

Umiddelbart kraever det ikke de store forudsaetninger at laese artiklen. Med denne l@sevejledning kan du kan blive mere fortrolig med
begrebet stokastisk variabel, dens sandsynlighedsfordeling og dens fordelingsfunktion inden du leser artiklen.

Eksemplerne nedenfor er hentet fra artiklen.

Virkeligheden - den virkelige verden

Indholdet af en pose med 1 kg sukker vejer ikke preecist 1 kg — altid lidt mere eller lidt mindre. Laver du en vejning af indholdet af 100
poser med 1 kg sukker (med en pracision pa 0.1 gram), vil du fa en lang reckke forskellige resultater. For at danne et overblik, kan du
gruppere disse 1 intervaller af l&engde 10, udregne intervalfrekvenserne og tegne et histogram. Det kunne se saledes ud:

0.020 1

0.015 1

0.0104

0.005

950 1000 1050 1100

Som du har set ovenfor, sa kan vagten af indholdet af en pose med 1 kg sukker antage mange forskellige veerdier. En vaerdi
mellem 980 g og 1020 g ser ud til at vaere det mest almindelige, men der forekommer ogsa vardier i intervallet [950, 960 ] og i

[1050, 1060 ], disse er dog ikke nzar sa hyppige.

Hvis du vil bestemme hvor mange procent af vejningerne der falder i et bestemt interval — fx [950, 980 ] — skal du leegge

intervalfrekvenserne for de tre intervaller sammen. Dette svarer til at finde arealet af de tre stolper over intervallerne [950, 960 ],
[960, 970 ] og [970, 980 ].

Arealet af alle stolperne i histogrammet er 1 (eller 100%, om du vil)

196
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Modellen - den idealiserede verden

Hvis du eger antallet af poser, du vejer, mindsker intervalbredden og eger din praecision i vejningen, sa vil dit histogram efterhdnden
udjaevnes og blive til en kontinuert funktion ¢ .

Dette kraever dog, at antallet af poser, du vejer, er uendelig stort, intervalbredden uendelig lille og pracisionen i vejningen uendelig
fin.

Nedenfor ser du denne kontinuerte funktion ¢ indtegnet sammen med histogrammet:

0.020 1
0.0151
0.010+

0.005

950 1000 1050 1100

Hvis du i modellen vil finde den procentdel af observationerne der falder i intervallet [950, 980 ], sd skal du finde arealet af

punktmaengden, der er begranset af forsteaksen, grafen for ¢ og linjerne x =950 og x =980

0.018—-
0.016-
0.014-
0.012-
0.010-
0.008—-
0.006—-
0.004-

0.002

0 . r r r . r 1 r r r 1 Tt 1
900 950 1000 1050 1100
t

Sa den simple addition af intervalfrekvenser ma i modellen erstattes af beregning af integralet:

980
[ 0w ax
950
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I modellen knytter vi en sterrelse X til en vejning:
X =vagten af indholdet af en 1 kg sukkerpose

X kaldes en stokastisk variabel. Det betyder, at X kan antage alle mulige veerdier, og vi har umiddelbart ingen anelse om hvilken
veerdi.

Pa engelsk hedder det 'Random variable', hvor 'random' bedst oversattes til 'tilfzeldig'. Det er ikke variablen X, der er tilfeldig, men
den veerdi, X antager, er tilfeldig.

Formelt set, kan vaegten af indholdet af en 1 kg sukkerpose vare et vilkarligt reelt tal (og dem er der jo uendeligt mange af), sa det
giver det ikke mening at sperge om, hvad sandsynligheden er for at X antager en bestemt vardi.

Derimod giver det god mening at sperge om, hvad sandsynligheden er for at X antager en vaerdi, der er mindre end eller lig med fx
980. Skulle du give et svar pa baggrund af histogrammet i 'den virkelige verden', sa ville du finde den kummulerede frekvens for 980
ved at legge intervalfrekvenser sammen — eller med andre ord, finde arealet af stolperne 1 histogrammet der ligger for 980.

I modellen svarer dette til at bestemme integralet (arealet):

j_mcp(x) dx

Funktionen ¢ kaldes for sandsynlighedsfordelingen for X.
Sandsynlighedsfordelingen (taethedsfunktionen)

Der skal to parametre til at beskrive en klokkekurve som ¢: Den ene er symmetriaksen (middelvardien W), og den anden fastlegger

'bredden’ (spredningen ©).

0034
0.0z 4
0.014 g=20
L= 1000
0 -4 T \
200 230 1000 1050 1100

f

Hvis en stokastisk variabel X folger denne fordeling, sa siges X at veere normalfordelt med middelvaerdi 1 og spredning ¢. Kort

skrives det saledes X ~ N(W, o).
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Der findes mange andre sandsynlighedsfordelinger end normalfordelingen. Fx denne (Weibull fordeling):

0.12 1

0.10 1

0.08

0.06 1

0.04

0.02

0 T 1 1
0 10 20 30

t

der bestemt ikke er en normalfordeling. Konkret viser denne fordelingen af vindhastigheder pé en bestemt lokalitet. Af fordelingen
fremgar, at middelvindhastigheden er omkring 7, at der af og til er naesten vindstille og ganske sjeeldent vindhastigheder over 15 m/s.

I princippet kan alle ikke-negative funktioner bruges som en sandsynlighedsfordeling, hvis blot den opfylder, at J flx)dx=1 -
eller med andre ord, at 'summen af alle sandsynligheder er 1'.

Teaenk pé en sandsynlighedsfordeling saledes:

Du har 1 liter sandsynlighedsmaling, du skal smere ud pa x-aksen. Sandsynlighedsfordelingen viser s, hvor du har smurt p& og hvor
tykt et lag du har smurt pé.

Af denne grund kaldes sandsynlighedsfordelingen ofte for teethedsfunktionen

Fordelingsfunktionen

Svarende til, at du i forbindelse med et grupperet observationsset kan tegne en sumkurve pa basis af de kummulerede
intervalfrekvenser (husk, at det er arealer af sgjler i histogrammet), kan du i modellen tegne arealfunktionen F for
sandsynlighedsfordelingen f.

Fio)=| flx)ax

Husk, at ndr du bestemmer arealer under sandsynlighedsfordelingen, s er det faktisk intervalsandsynligheder du finder. Her er det
sandsynligheden for at i en veerdi i intervallet ]— oo, ¢]. Dette kan ogsa udtrykkes som sandsynligheden for at X antager en verdi
mindre end eller lig med ¢ — kort P(X < t).
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For sandsynlighedsfordelingen ¢ herende til X ~ N (1000, 20) ser grafen for F séledes ud:

0.8+

0.61

0.4

0.2

Funktionen F kaldes fordelingsfunktionen for f .

Oversigt over begreber i model og virkelighed

950 1000 1050
t

Virkelighed Model

Observerede data Veardier af en stokastisk variabel
Intervalfrekvens Intervalsandsynlighed

Gennemsnit Middelverdi

Histogram Sandsynlighedsfordeling (graf), teethedsfunktion
Sumkurve Fordelingsfunktion (graf)

Sadan fungerer det i Gym-pakken

with(Gym) :

1100

Sandsynlighedsfordelingen for normalfordelt stokastisk variabel er indbygget i Gym-pakken. Den hedder normalpfd (pdf star for
'probability density function', hvor density betyder teethed).



201 « Chi2-Test

Hvis du skal tegne sandsynlighedsfordelingen for stokastisk variabel X med middelvaerdi 1000 og spredning 20:

plot(normalpdf (1000, 20, ¢), t=900 ..1100 )

0.018 4
0.016 4
0.014 1
0.012 1
0.010
0.008 -
0.006 A
0.004 1

0.002 1

950 1000 1050 1 160

t

Hvis du vil bestemme sandsynligheden for, at X antager en veerdi i intervallet [950, 980 ], udregner du dette integral:
980

J normalpdf (1000, 20, £) dt = 0.1524455885
950

Dvs., at sandsynligheden for at havne i dette interval er ca 0.15.
Fordelingsfunktionen er ogsé i Gym-pakken. Den hedder nomalcdf (cummulative cistribution function):

plot(normalcdf (1000, 20, ¢), t=900 ..1100)

1-
0.8
0.6
0.4

0.2

950 1000 1050 1100

t
Hvis fx X er knyttet til vejning af sukkerposer, sa betyder

normalcdf (1000, 20, 1020 ) = 0.8413447460
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at 84% af alle sukkerposer vejer hgjst 1020 g.

Hvis du skal bestemme, hvor meget de 25% tungeste poser vejer, sé svarer dette til at lose ligningen normal (1000, 20, ¢) =0.75 . Det

klares let og elegant med funtionen invnorm :

invnorm (1000, 20, 0.75) = 1013.48979500393
Det betyder, at de tungeste 25% vejer over 1013.5 g.

Bemzrkning:

I princippet kan du legse ligningen normal (1000, 20, t) =0.75 direkte, men det er ikke problemfrit. Det kan ikke anbefales at preve
med solve, idet det kan tage en frygteligt tid at finde en losning — og ofte er det, der kommer ud, aldeles uleseligt.

fsolve vil heller ikke altid virke her, da den render galt i byen — med mindre rutinen udstyres med en passende startverdi (eller et
sogeinterval):

fsolve (normalcdf (1000, 20, ¢) =0.75, t=1000) = 1013.489795

Sadan fungerer det med stokastiske variable (Avanceret)
with(Statistics) :
Start med at definere en stokastisk variabel X med middelvardi 1000 og spredning 20:

X = RandomVariable (Normal (1000, 20))

X:=_R294 arn
Med denne definition har den automatisk defineret teethedsfunktionen under navnet PDF (X, t) Grafen tegnes siddan:

plot(PDF (X, t), t=900 ..1100 )

0.018
0.016 4
0.014 4
0.012
0.010 1
0.008
0.006
0.004

0.002

950 1000 1050 1100
t
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Fordelingsfunktionen har du ogsa direkte adgang til. Den hedder CDF:

plot(CDF (X, t), t=900 ..1100 )

0.8

0.6

0.4

0.2

950 1000 1050 1100
t

Hvis fx X er knyttet til vejning af sukkerposer, sa betyder

erf[—‘/z7 )
42 ) M0 84134

CDF(X, 1020) = % .

at 84% af alle sukkerposer vejer hejst 1020 g.
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Chi2 - fordelingen
with(Gym) :

Taethedsfunktionen (sandsynlighedsfordelingssfunktionen) for en X2 fordeling styres af én parameter A — kaldet antallet af
frihedsgrader. Med A =5 ser det sddan ud

plot(chipdf (5,1),t=0..15)

0.15

0.10 A

0.05 |

For andre frihedsgrader ser XZ fordelingen sédan ud

0.6 1
0.5 1
0.4 1
—A=1
¥y 0.3 1 —A=2
—2=3
— =4
0.2 1
0.1
0 - =
0 2 4 6 8 10

Arbejdet med Xz fordelingen, herunder bestemmelse af sandsynligheder, foregéar vha. integraler pracis som ved normalfordelingen.



205 « Chi2-Test

11.2 Statistisk test for uafhaengighed mellem to inddelingskriterier
1 (p2-7)

Eksempel 1

Vi udvelger et antal unge mellem 15 og 20 ar tilfeldigt og sperger dem om, hvor mange penge, de bruger pa tgj om méaneden.

Sa teeller vi op, hvor mange kvinder, der bruger mere end 1500 kr., og hvor mange maend.

Vores resultat af undersogelsen kan vi organisere i en tabel som nedenfor:

< 1500 > 1500 Lalt

kr./méned kr./méned
Kvinder 98 102 200
Mand 60 100 160
I alts 158 202 360

Tast data for de to kategorier ind i en lister:
Kvinder = [98,102] =[98, 102 ]
Meend = [60,100] = [60, 100 ]

- og saml til en tabel (eller matrix):

obs = Matrix([Kvinder, Meend]) =

98 102
60 100

Vi tester hypotesen:

H), : Der er uathangighed mellem de to inddelingskriterier (dvs., at forbrugsmensteret er ens for de to ken)
mod alternativet

H, : Der er ikke uatheengighed mellem de to inddelingskriterier

with(Gym) :

De forventede veerdier under hypotesen H,, udregnes

87.778 112.22
70.222 89.778

forv := forventet (obs ) =

Stakkede sgjlediagrammer kan tegnes:
with(Statistics ) :

ColumnGraph([ Kvinder, Meend], legend = [ "Kvinder", "Mand" |, scale = relative, format
= stacked)
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0
0 02 04 06 08 1 12 14 1.6

| Kvinder Maendl

x2 -teststorrelsen skal beregnes. Her kan du bestemme de enkelte cellers bidrag med

1.190436005 0.9311331094

bidrag (obs) =
1.488045006 1.163916391

- og vil du have raekker og sejler summeret, sé gor du saledes:

1.190436005 0.9311331094 2.121569114
tabelsum (bidrag (obs)) = | 1.488045006 1.163916391 2.651961397
2.678481011  2.095049500 4.773530511

I nederste hgjre celle kan du se, at x2 -teststarrelsen, Q, er 4.772975907.

Du kan hurtigt fa udregnet X2 -teststorrelsen med kommandoen

Q = chi2Teststorrelse (0bs )

0 = 4.773530511

Tast ind i en antalstabel

(11.2)

Du kan veelge at indtast dine observationer i en antalstabel med raekke- og sgjlelabels samt reekke- og sejlesummer. Der skal sté

"Observeret" i den gverste celle:

"Observeret" "Lavt" "Hgjt" "Ialt"
"Kvinder" 98 102 200
"Mand" 60 100 160
"I alt" 158 202 360
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Du kan bruge denne matrix som input til forventet funktionen
F = forventet (A)

"Forventet" "Lavt" "Hgjt" "Ialt"
"Kvinder" 87.778 112.22 200

= "Mand"  70.222 89.778 160
"I alt" 158 202 360
Og bidragene til XZ -teststorrelsen findes ved
bidrag (A)
"Bidrag" "Lavt" "Hegijt" "I alt"

"Kvinder" 1.190436005 0.9311331094 2.121569114
"Mend" 1.488045006 1.163916391 2.651961397
"Talt"  2.678481011  2.095049500 4.773530511

Teststerrelsen Q er xz-fordelt med 1 frihedsgrad

Hypotesen mé forkastes, hvis veerdien af Q er stor. Da Q > 0 betyder det, at en Xz -test altid vil vaere hgjresidet.

Du kan taenke saledes pa frihedsgrader

(11.3)

(11.4)

Hvis du selv skulle fylde tabellen ud med observerede vardier (uden at skulle sperge 200 kvinder og 160 meand) og det skal se

rimeligt ud (ingen negative vaerdier i tabellen), sa er du bundet af, at bade reekke og sgjlesummerne skal passe.

200
160
158 202 360

Setter du x ind i det gverste felt, s& kan du udtrykke alle gvrige celler vha. dette x. Den ene frihedsgrad betyder, at du kan velge

indholdet af én celle frit — de agvrige cellers indhold er da bestemt ved dit valg og bindingerne.

x 200 — x 200
158 —x x+2 160
158 202 360
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Vi plotter sandsynlighedsfordelingen for Q:
plot(chipdf (1,¢),t=0..10,y=0..0.2)

0.20 1
0.15 1
¥ 0.10 A

0.05 1

Test pa niveau 5%:
(Nedenfor kan du @ndre niveauet til 1%, hvis du vil checke det andet tilfeelde der regnes pa)

niveau = 0.05 :

For at finde den kritiske verdi skal vi skal have bestemt 5%-halen til hgjre. Hertil loser vi

KritiskVeerdi := fsolve [J chipdf (1, t) dt = niveau, k | = 3.841458820
k

En verdi af Q sterre end 3.84 vil fore til en forkastelse af hypotesen H,,. Q-veardien, beregnet ovenfor, er 4.77, sa vi ma forkaste

hypotesen pé niveau 5%.

Nedenfor er 5%-halen skraveret og Q-vardien er indsat. Q-vaerdien ligger langt inde i det kritiske omréde

0.20 1
0.15 1
¥ 0.10 1

0.05 1
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Alternativt kan den kritiske vaerdi bestemmes som 95%-fraktilen:

invchi(1, 0.95) = 3.84145606580278

Bestemmelse af p-verdien (ved niveau 5%)

p-vardien er sandsynligheden for, at teststerrelsen Q faktisk antager vaerdien 4.77 eller derover. Det kan bestemmes som arealet under

kurven ovenfor i intervallet [4.77, [ :

®©

J chipdf (1, t) dt = 0.02890050139
)

Dvs., at der er ca 2.9% sandsynlighed for fa et udfald af eksperimentet der er lige sa 'skeev' eller 'skeevere' end det vi har faet.

Alternativt kan p-veerdien udregnes saledes:

1 — chicdf (1, Q) = 0.0289004698658513

Automatisk test for uafhaengighed

Gym-pakken indeholder en kommando, der automatiserer test for uathengighed:
with(Gym) :
chi2Utest (obs, signifikansniveau = 0.05, size =[350, 3501])

Xz -teststerrelse = 4.7735
Frihedsgrader = 1
Kritisk veerdi = 3.8415
p-veerdi = 0.028900
0.20 1

0.15 -
¥ 0.10 1

0.05 -

0 T T T T | T T T T T T T T T 1

Versgo. Her har du det hele.
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11.3 Statistisk test for uafhsengighed mellem to inddelingskriterier
2 (p7-11)

Flere niveauer pa hvert af inddelingskriterierne

En hjerneforsker underseger forskellige mader at operere for en bestemt form for hjernetumor. Der er tre forskellige operationstyper:
Type A, hvor man kun fjerner selve tumoren;

Type B, hvor man ogsé tager lidt af det naermeste omkringliggende vav bort, og

Type C, hvor sével tumor som en sterre del af det omkringliggende vaev fjernes.

Laegen ansker at vide, hvordan operationstypen indvirker pa chancen for at overleve et halvt ar efter operationen. Over en arrackke har
leegen indsamlet folgende data over resultaterne af operationerne:

I live Dad [ alt
Operation A 40 14 54
Operation B 10 6 16
Operation C 9 16 25
I alt 59 36 96
restart
with(Gym) :

Lev == [40, 10, 9] = [40, 10, 9]

Dod = [14,6,16] = [14, 6, 16 ]

40 10 9
14 6 16

obs = Matrix([Lev, Dod]) =

Vi skal her teste hypotesen
H, : Der er samme sandsynlighed for overlevelse efter alle tre typer operation
mod alternativet

H, : Der er ikke samme sandsynlighed for overlevelse efter alle tre typer operation
De forventede veerdier under hypotesen H,, udregnes
forv := forventet (obs)

33.537 9.9368 15.526
forv = (11.5)
20.463 6.0632 9.4737
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Stakkede sgjlediagrammer kan tegnes:

with(Statistics ) :
ColumnGraph ([ Lev, Dad |, legend = ["i live", "ded" ], scale = relative, format = stacked )

1

0.8

0.6

0.4

0.2

2
X -teststorrelsen Q udregnes:

Q = chi2Teststorrelse (0bs)

QO = 10.52714567

Teststarrelsen Q er her XZ -fordelt med 2 frihedsgrader. Sandsynlighedsfordelingen ser sddan ud:
plot(chipdf (2,¢),t=0..10,y=0..0.55)

0.5
0.4 1
0.3
0.2 1

0.14

(=]
N
N
=)}
o]
s

Test pa niveau 5%:
niveau = 0.05 :

For at finde den kritiske vaerdi skal vi skal have bestemt 5%-halen til hgjre. Hertil loser vi

©

KritiskVeerdi := fsolve {J chipdf (2, t) dt = niveau, k | = 5991464547
k

(11.6)
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En veerdi af Q sterre end 5.99 vil fore til en forkastelse af hypotesen H,. Q-verdien, beregnet ovenfor, er 10.5, s vi méa forkaste
hypotesen pé niveau 5%.

Nedenfor er 5%-halen skraveret og Q-vardien er indsat. Q-vaerdien ligger langt inde i det kritiske omréde:

0.20 1
0.15 1
¥ 0.10

0.05 1

Bestemmelse af p-vaerdien (ved niveau 5%)

p-veerdien er sandsynligheden for teststerrelsen Q faktisk antager vaerdien 10.5 eller derover. Det kan bestemmes som arealet under
kurven ovenfor i intervallet [10.5,00[ :

J chipdf (2, ) dt = 0.005176775872

0

Dvs., at der er ca 0.5% sandsynlighed for at fa et udfald af eksperimentet der er lige sd 'skev' eller skevere end det vi har faet.
Bemerkning:

Den kritiske vaerdi kan ogsa bestemmes saledes:

invchi(2,0.95) = 5.99146454710798

og p-vardien sadan her:

1 — chicdf (2, Q) = 0.00517677587213661
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Automatisk test for uafhaengighed

with(Gym) :
chi2Utest (obs, signifikansniveau = 0.05)

XZ -teststorrelse = 10.527
Frihedsgrader = 2
Kritisk veerdi = 5.9915
p-veerdi = 0.0051768
0.20 7

0.15 1

0.05

I

I

|

I

I

; I
v 0.10 1 l
1 I
I

I

I

I
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11.4 Statistisk test for uafhsengighed mellem to inddelingskriterier
3 (p10)

Test for uafhaengighed mellem overlevelse og operationsform for aldersgruppen over
50

(Fortsaettelse af ovenstdende eksempel)

Efter en naeermere inspektion af journalerne viser det sig, at ogsa patientens alder er noteret, og ved at se pé aldersgruppen over 50 ar
far vi disse observationer:

I live Dad I alt
Operation A 13 13 26
Operation B 8 6 14
Operation C 8 16 24
T alt 29 35 64

with(Gym) :
Lev := [13,8,8] = [13,8, 8]

Dod = [13,6,16] = [13, 6, 16]

13 8 8

obs = Matrix([Lev, Dad]) =
13 6 16

For aldersgruppen over 50 tester vi hypotesen
H, : Der er samme sandsynlighed for overlevelse efter alle tre typer operation
mod alternativet

H; : Der er ikke samme sandsynlighed for overlevelse efter alle tre typer operation

De forventede verdier under hypotesen H, udregnes

11.781 6.3438 10.875

forv := forventet (obs) =
14219 7.6562 13.125
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Stakkede sgjlediagrammer tegnes:
with(Statistics ) :
ColumnGraph ([ Lev, Dad |, legend = ["ilive", "ded" |, scale = relative, format = stacked )

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5

i live = dod|

2
X -teststorrelsen udregnes:

Q = chi2Teststorrelse (0obs)
Q = 2411072015 (11.7)
Teststorrelsen Q er xz -fordelt med 2 frihedsgrader
Test pa niveau 5%:
niveau = 0.05 :

For at finde den kritiske vaerdi skal vi skal have bestemt 5%-halen til hgjre. Hertil lgser vi

©

KritiskVeerdi = ﬁolve[ J chipdf (2, t) dt = niveau, k | = 5991464547
k

En veerdi af Q sterre end 5.99 vil fore til en forkastelse af hypotesen H,. Q-veardien, beregnet ovenfor, er 2.41, s vi kan ikke forkaste

hypotesen pa niveau 5%.



216 + Chi2-Test

Nedenfor er 5%-halen skraveret og Q-vardien er indsat. Q-vardien ligger langt inde i1 acceptomradet:

0.20 1
0.15 1
¥ 0.10 1

0.05 1

Bestemmelse af p-vardien (ved niveau 5%)

p-veerdien er sandsynligheden for teststerrelsen Q faktisk antager vaerdien 2.41 eller derover. Det kan bestemmes som arealet under
kurven ovenfor i intervallet [2.41,00][ :

J chipdf (2, t) dt = 0.2995314054
)

Dvs., at der er ca 30% sandsynlighed for at fa et udfald af eksperimentet der er lige sa 'skav' eller skaevere end det vi har faet.
Bemzrkning:

Den kritiske verdi kan bestemmes saledes:

invchi(2,0.95) = 5.99146454710798

og p-verdien sadan her:

1 — chicdf (2, Q) = 0.299531407076303
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Chi2-Test

Automatisk test for uafhaengighed
chi2Utest (obs, signifikansniveau = 0.05)

X2 -teststerrelse = 2.4111
Frihedsgrader = 2
Kritisk veerdi = 5.9915
p-veerdi = 0.29953

0.20 1 1
0.15 1
¥ 0.10 A

0.05
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11.5 Test for Goodness of Fit (pl12-14)

Test for Goodness of Fit

Danmarks statistiks opgerelse af indkomstfordelingen for personer over 15 &r i Danmark &r 2007 viser folgende billede:

I indkomsti 1000 | 1<50 | 50 <1 100 <7 150 <1 200 < I 300 <7 400 < I 500 <7
kr. < 100 < 150 <200 <300 < 400 < 500
% af befolkningen 6.4 93 17.8 123 243 18.0 6.6 5.3

En markedsanalytiker har foretaget en undersegelse af 1000 personers kendskab til et serdeles kostbart fladskeermsprodukt, men
efterfolgende er der opstaet tvivl om udvalgelsen af stikpreven, der er forgéet som interviewundersegelse over et par dage i et lokalt

supermarked.

Det frygtes, at stikpreven har faet for mange respondenter med i de lavere indkomstklasser. Heldigvis er der blevet spurgt om folks
indkomst, s man kan lave et test for, om indkomstfordelingen i stikpreven synes at komme fra et specielt segment af befolkningen
og altsé dermed ikke at have den samme fordeling som indkomstfordelingen i Danmark. Hvis det er tilfeeldet, kan man nemlig ikke

generalisere undersegelsens resultat til hele befolkningen.

Indkomstfordelingen i stikpreven var:

Observerede antal:

I indkomst i 1000 1<50 50<171 100 <71 150 <171 200 <71 300 <7 400 <7 500 <171
kr. < 100 < 150 <200 <300 < 400 <500
Antal i stikprogven 98 88 199 136 210 179 52 38
restart
with(Gym) :
Observerede data indtastes i en liste:
obs = [98, 88,199, 136, 210, 179, 52, 38]
obs = [98, 88,199, 136, 210, 179, 52, 38 ] (11.8)

Vi skal her teste hypotesen
H, : Indkomstfordelingen i stikproven adskiller sig ikke signifikant fra indkomstfordelingen i populationen.
mod alternativet
H; : Indkomstfordelingen i stikpreven er signifikant anderledes end indkomstfordelingen i populationen.
De forventede veerdier under forudsarning af H, er procenterne fra Danmarks Statistik ganget med 1000:
Sforv == [0.064, 0.093, 0.178, 0.123, 0.243, 0.180, 0.066, 0.053 ]- 1000

Sforv == [64.000, 93.000, 178.000, 123.000, 243.000, 180.000, 66.000, 53.000 ] (11.9)

2
X -teststorrelsen udregnes

Q = chi2Teststorrelse (obs, forv)

Q = 33.88484606 (11.10)
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Qer X2 -fordelt med f:= 8 — 1 = 7 frihedsgrader.
Test pa niveau 5%:

niveau = 0.05 :

©

KritiskVeerdi = fsolve [ J chipdf (7, t) dt = niveau, k | = 14.06714045
k
Nedenfor er 5%-halen skraveret og Q-vardien er indsat i sandsynlighedsfordelingen for X2 -fordelingen med 7 frihedsgrader.

0.15 1
0.10 A

0.05 1

(11.11)
Da Q-verdien ligger langt til hejre for den kritiske veerdi, ma vi forkaste hypotesen.

Bestemmelse af p-verdien (ved niveau 5%)

p-vardien er sandsynligheden for teststorrelsen O faktisk antager vaerdien 10.5 eller derover. Det kan bestemmes som arealet under

®©

kurven ovenfor i intervallet [Q, | : J chipdf (7, t) d¢ = 0.00001810060720
[

Bemarkning:

Den kritiske veerdi kan bestemmes saledes:

invchi(7,0.95) = 14.0671405764057

og p-verdien sadan her:

1 — chicdf (7, Q) = 0.0000181006072422774
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Automatisk test for Goodness of Fit

chi2GOFtest (obs, forv, signifikansniveau = 0.05, view =[0..40,0..0.15])

Xz -teststerrelse = 33.885
Frihedsgrader = 7
Kritisk veerdi = 14.067
p-veerdi = 0.000018101
0.15 1

0.10 1

0.05 1

Her bliver teststorrelsen ikke automatisk vist, da den ligger udenfor det interval der som standard plottes i. Derfro er plotvinduet
udvidet til [0..40, 0..0.15 ] i kommandoen.



12 Chi2 Uafhaengighedstest - Simulation
12.1 Intro

I dette afsnit skal vi se pa simulation af 0-hypotesen i en X2 -uath@ngighedstest. Det sker ved, at vi sammenligner den teststerrelse, der
er beregnet ud fra de virkelige data, med teststerrelser for en rekke fiktive (simulerede) resultater.

Vi skal fx se pa undersegelse, hvor man vil undersege, om mand og kvinder har den samme holdning til et spergsmal, hvor
holdningen angives i en reckke svarkategorier. Skal vi teste, om der er uathangighed mellem ken og holdning til spergsmaélet, antager
vi, at der er uathangighed.

Med antagelsen om uathaengighed, er det sddan set ligegyldigt, om det er en mand eller en kvinde, der har svaret pa en bestemt made.
Det betyder, at vi kan tillade os at blande svarene vedrerende holdning og dele dem tilfaeldigt ud til meend og kvinder pa ny — dog
saledes, at der ikke @ndres pa noget som helst vedrerende antallet af mand og kvinder i undersggelsen og antallene i de forskellige
svarkategorier. P4 den made skaber vi et nyt resultat af undersggelsen, men det nye resultat er et resultat, vi lige sé vel kunne have faet
af den oprindelige undeseggelse, hvis der vel at maerke er uathengighed mellem keon og holdning.

For hvert nyt resultat, vi simulerer, udregner vi, hvor meget det nye resultat afviger fra det forventede resultat — altsa teststerrelsen
0. Ved at simulere tilpas mange gange og se pa fordelingen af vaerdierne af O, kan vi vurdere, hvor skeevt det virkelige udfald af
undersogelsen er i forhold til de mange fiktive (men mulige) udfald, vi har simuleret.

12.2 Mediemonitor

Et kommunikationsbureau gennemforte i 2006 undersggelsen Mediemonitor.
I undersagelsen blev 1000 personer bl.a. spurgt om hvilket medie, der var deres foretrukne adgang til nyheder.

Nedenstaende tabel viser et udsnit af data

Kan 2

1 *Mand® "Radio eller TV"

2 | "Mand" "Radio eller TV"

3 "Kvinde® "Aviser eller blade"
4 “"Mand" "Internet eller mobil"
5 "Kvinde® "Radio eller TV"

6 “"Kvinde" "Radio eller TV"

7 “Mand" *Radio eller TV"

8 "Mand" "Aviser eller blade"
9 “Mand" *Radio eller TV"
10 “Kvinde" “Radio eller TV"

Vi starter med at opteelle data i en antalstabel:

with(Gym) :

221
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A = antalstabel (M)

"Observeret" "Aviser eller blade" "Internet eller mobil" "Radio eller TV" "i alt"

"Kvinde" 171 103 369 643
A= (12.1)
"Mand" 97 80 180 357
" alt" 268 183 549 1000

Vi vil teste nulhypotesen:
H,: Der er uafthengighed mellem kon og det medie, der foretraekkes.

Dvs., at sandsynligheden for, at "Aviser eller blade" er det foretrukne medie, er den samme, uanset om det er en kvinde eller en mand,
vi sperger. Det samme gor sig gaeldende for de andre kategorier.

Ved udregning af de forventede vardier under forudsetning af, at H, holder, kan vi derfor gé ud fra, at fordelingen mellem mand og

kvinder 1 "Aviser eller blade" kolonnen skal vaere den samme som i "i alt" kolonnen. Dvs., af de 268, der har "Aviser eller blade" som
foretrukket medie, er 64.3% kvinder og 35.7% mand. Det samme gor sig geldende i de gvrige kolonner.

Forventet Aviser eller blade Internet eller mobil Radio eller TV ialt
Kvinde 268-0.643 = 172.324 183-0.643 = 117.669 549-0.643 = 353.007 643
Mand 268-0.357 = 95.676 183-0.357 = 65.331 549-0.357 = 195.993 357

ialt 268 183 549 1000

Med Gym-pakken kan de forventede vaerdier udregnes i en sn@ver vending:
F = forventet (A)

"Forventet" "Aviser eller blade" "Internet eller mobil" "Radio eller TV" "ialt"

e "Kvinde" 172.32 117.67 353.01 643 (12.2)
"Mand" 95.676 65.331 195.99 357
"1 alt" 268 183 549 1000

Herefter udregner vi teststerrelsen Q, der er et mal for, hvor meget de observerede verdier afviger fra de forventede vardier.

0 (171 — 172.32)? L (103 — 117.67 )? L (369 —353.01 )2 L (97 — 95676 )?
’ 172.3 117.7 353.0 95.7
0 = 7.180925344 (12.3)

Eller blot med kommandoen (at verdierne ikke stemmer helt overens skyldes de forventede verdier er afrundede)

Q = chi2Teststorrelse (A) = 7.180452246

Simulation af nulhypotesen

Spergsmalet er, om denne afvigelse er for stor til at vi vil tro pa nulhypotesen — eller om den bryder med nulhypotesen, sa vi er nadt til
at forkaste denne. Udfaldet af undersggelsen kunne jo have vaeret pd mangfoldige andre mader med andre veerdier af Q til folge.

0-hypotesen udtrykker, at der er uathengighed mellem kon og det medie, der foretrekkes. Hvis det er sandt, s er det ligegyldigt, i
hvilken rekkefolge svarene i matricen M optrader — dvs., at vi kan blande svarene i anden kolonne af M.

Vi ser pé et lille udsnit af matricen M
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"Mand" "Radio eller TV"

"Mand" "Radio eller TV"
"Kvinde" "Aviser eller blade"

"Mand" "Internet eller mobil"
"Kvinde" "Radio eller TV"
"Kvinde" "Radio eller TV"

"Mand" "Radio eller TV"
"Mand"  "Aviser eller blade"
"Mand" "Radio eller TV"

"Kvinde" "Radio eller TV"

Matricen opdeles i to:

"Mand"
"Mand"
"Kvinde"
"Mand"
"Kvinde"
"Kvinde"
"Mand"
"Mand"
"Mand"

"Kvinde"

"Radio eller TV"
"Radio eller TV"
"Aviser eller blade"
"Internet eller mobil"
"Radio eller TV"
"Radio eller TV"
"Radio eller TV"
"Aviser eller blade"
"Radio eller TV"
"Radio eller TV"

svarene blandes (kun de 10 svar blandes her)
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"Mand" | [ "Aviser eller blade"
"Mand" "Radio eller TV"
"Kvinde" "Radio eller TV"
"Mand" "Radio eller TV"
"Kvinde" "Radio eller TV"
"Kvinde" "Aviser eller blade"
"Mand" "Radio eller TV"
"Mand" "Radio eller TV"
"Mand" "Internet eller mobil"
"Kvinde" "Radio eller TV"

og de to vektorer settes sammen til en matrix

"Mand"  "Aviser eller blade"

"Mand" "Radio eller TV"
"Kvinde" "Radio eller TV"
"Mand" "Radio eller TV"

"Kvinde" "Radio eller TV"

"Kvinde" "Aviser eller blade"
"Mand" "Radio eller TV"
"Mand" "Radio eller TV"
"Mand" "Internet eller mobil"

"Kvinde" "Radio eller TV"

Sé& under forudsatningen om uathangighed af keon, kan den blandede matrix lige sa vel have veret resultatet af undersegelsen som det
resultat, vi har fiet. En eventuel sammenhang mellem ken og foretrukket medie vil effektivt blive brudt ved denne blanding.

Hvis vi tilsvarende blander alle 1000 svar i anden kolonne af M, vil have et nyt (fiktivt) resultat af undersegelsen, der opfylder, at
fordelingen af mend og kvinder er usendret — vi har jo slet ikke reort forste kolonne.

Antallet i hver af de 3 kategorier "Aviser eller blade", "Internet eller mobil" og "Radio eller TV" er ogsé uandrede — vi har jo blot
blandet svarene i anden kolonne. Det svarer helt til blanding af spillekort, hvor antallet af hjerter, ruder, klor og spar jo er det samme
efter blandingen, men den orden, kortene ligger i, er endret.

Vi kan altsa bruge denne blanding til en simulering af 0-hypotesen.

Veerktgj til blanding

Nedenfor er programmeret en funktion, der som input tager en nx2-matrix (altsa n reekker og 2 sejler) og et k, der angiver, hvilken
sojle der skal blandes (altsé: k kan have vaerdien 1 eller 2). Det er ikke vigtigt, at du forstar programmet, det er nok, du ved, hvad det
gor.

Desuden er der programmeret en funktion, der udregner teststerrelsen Q for en antalstabel.

For at aktivere funktionerne, skal du blot klikke i programmet og taste Enter
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shuffleCol -==proc(M, n)
local M1, M2,
M1 := LinearAlgebra| Column](M, 1),
M?2 = LinearAlgebra[ Column](M, 2);
if n =1 then
(Statistics| Shuffle | (M1 )|M2)
else
(M1|Statistics| Shuffle|(M2))
fi
end proc:

Lad os preve at blande 2. kolonne i M

Ms = shuffleCol (M, 2)

"Mand" "Aviser ellerb
"Mand" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller”
"Mand" "Aviser eller'b
"Kvinde" "Aviser ellerb
"Kvinde" "Radio eller”
"Mand" "Internet ellerr
"Mand" "Radio eller”
"Mand" "Internet ellerr
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Aviser ellerb
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Internet ellerr
Ms == "Kvinde" "Aviser ellerb (12.4)
"Mand" "Aviser ellerb
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Aviser ellerb
"Kvinde" "Aviser ellerb
"Mand" "Internet ellerr
"Kvinde" "Internet ellerr
"Mand" "Radio eller”
"Mand" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller”
"Kvinde" "Radio eller
1000 x 2 Matrix

— og bestemme antalstabellen
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As = antalstabel (Ms)

"Observeret" "Aviser eller blade" "Internet eller mobil" "Radio eller TV" "ialt"

s = Kvinde 181 111 351 643 (12.5)
"Mand" 87 72 198 357
"i alt" 268 183 549 1000

Lad os sammenligne med antalstabellen for den virkelige undersggelse

antalstabel (M)

"Observeret" "Aviser eller blade" "Internet eller mobil" "Radio eller TV" "i alt"

"Kvinde" 171 103 369 643 (12.6)
"Mand" 97 80 180 357
"i alt" 268 183 549 1000

Vi kan selvfolgelig ogsé regne Q-vaerdien ud for det simulerede resultat: chi2Teststorrelse (As) = 2.314266684
En noget mindre Q-verdi end vi fik for det virkelige resultat (ca. 7.18), men du kan sikkert ogsé godt fa noget, der er storre.

Vi er ved at vere klar til simuleringen. Vi definerer forst en vektor Qs til opsamling af de O-verdier, der beregnes efter hver
simulering. Derefter simuleres 1000 gange, antalstabeller dannes og O-vardien beregnes:

QOs = Vector(1000) :

for k£ from 1 to 1000 do

Ms = shuffleCol(M, 2) :

As = antalstabel(Ms) :

QOs[k] == chi2Teststorrelse(As)
end do:

min(Qs) = 0.004314878762
max (Qs) = 14.97451512
G = grupperData (Qs, 0..20, 20) :

plots|display |(plotHistogram (G), plot(chipdf (2, x), x =0 ..20, color ="Navy", thickness

HISTOGRAM
Middelverdi = 2.0
Spredning = 1.8
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Sammen med histogrammet er tegnet teethedsfunktionen for en Xz -fordeling med 2 frihedsgrader. Denne ses at matche fint med
histogrammet. Vi kan ogsé se, at O-vardien for den oprindelige undersogelse, altsé 7.18, ligger ret yderligt i histogrammet. Vi kan
regne ud, om det er for yderligt, ved at bestemme den kritiske verdi:

)

J chipdf (2, x) dx =0.05 —=%5 5.991464547
K

Sé& med et signifikansniveau pa 5% ma vi forkaste hypotesen om uathanghed af kon.
Et oplagt spergsmal er: Hvad sker der, hvis vi i stedet blander den forste kolonne? Ingenting!

Vi vil nok se en lidt @ndret fordeling af Q-veardierne, men ikke andet, end at du kunne have opnaet det samme ved at blande anden
kolonne. Du kan meget nemt overbevise dig om dette, ved at gentage ovenstadende simulation, hvor du blot skal @ndre 2-tallet til et 1-

tal i Ms = shuffleCol (M, 2).

Losning med Gym-pakken

Med Gym-pakken er opgaven lost med en enkelt kommando. Du behgver ikke her — som ved Test for Goodness of Fit — at beregne de
forventede vaerdier forst, det sker helt automatisk.

chi2Utest (A)

xz -teststorrelse = 7.1805
Frihedsgrader = 2
Kritisk veerdi = 5.9915
p-verdi = 0.027592
0.20

0.15 A
¥ 0.10 A

0.05 -

Hypotesen om uath@ngighed af ken kan forkastes pé signifikansniveau 5%
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12.3 Salg af kartofler

En forretningskade vil undersgge, om farven péa indpakningen af nye kartofler pavirker salget. Butikken salger derfor i en periode
poser med samme slags kartofler, alle med 2.5 kg/pose og til samme pris, men i poser med forskellig farve.

Undersogelsen resulterede denne fordeling af solgte/ikke-solgte poser i farverne bla og gul (det observerede):

solgt ikke solgt Lalt
Bla 145 25 170
Gul 375 55 430
I alt 520 80 600

Vi vil undersege om farven pa posen pavirker salget.

Hertil formulerer vi forst en nulhypotese:

H,: Der ikke er forskel pa, om bla pose eller en gul pose sxlges

som vi vil teste med signifikansniveau 5%.

Vi indtaster forst tabellen ovenfor som en antalstabel (hvor der skal std "Observeret" i gverste hgjre hjerne):

"Observeret" "solgt" "ikke-solgt"
"Bla" 145 25
Al =
"Gul" 375 55
"i alt" 520 80

og regner de forventede verdier ud

F1 := forventet (A1)

FI =

Vi regne teststorrelsen O ud med formlen:

chi2Teststorrelse (A1) = 0.3867199808

"i alt"
170
430
600
"Forventet" "solgt"
"Bla" 147.33
"Gul" 372.67
" alt" 520

"ikke-solgt"
22.667
57.333

80

"i al \J
170
430

600

(12.7)

I dette eksempel har vi ikke de ra data til rddighed, men kun en antalstabel, sa vi har ikke noget at blande. Det, vi skal bruge, er en

tabel med 600 raekker, der ser ud i stil med:

[ "Gul" "solgt"
"Gul" "solgt"
"Bla" "ikke solgt"
"Gul" "solgt"

i "BI&" "solgt"

Men vi kan dog nemt skabe en tabel, der kunne have vaeret et udfald af eksperimentet, ved at danne de to kolonner sadan her:

kolonnel = ("Bla"$170, "Gul"$430) :
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kolonne2 = ("solgt"$520, "ikke-solgt" $80) :
og sxtte dem sammen til en tabel ved

M1 = (kolonnel |kolonne2 )

Ml :

20

21

22

23

24

25

"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"
"Bla"

"RIsN

"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"
"solgt"

"onlat!

600 x 2 Matrix

(12.8)

Nu er alt som i det foregédende eksempel og vi kan blande solgt/ikke-solgt kolonnen. Serg for, at du har funktionen shuffleCol fra

forrige afsnit indleest inden du starter blandingen.

I programmet er vi her nedt til at anfere den orden, vi ensker at have reekker og kolonner i. Det var intet problem i det forste eksempel,
da bade raeekker og kolonner var ordnet alfabetisk. Det er de ikke her, sa derfor skal den enskede orden anferes som ["Bla","Gul"],
["solgt","ikke-solgt"], s& de matcher antalstabellen ovenfor.

Qls := Vector (1000 ) :

for k from 1 to 1000 do
Mls = shuffleCol(M1,2) :

Als := antalstabel(Mls, ["BIa", "Gul"], ["solgt", "ikke-solgt"]) :

Qls[k] = chi2Teststorrelse(Als) :
end do:
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G1 = grupperData (Qls, 0..20,20) :

plots|display |(plotHistogram (G1), plot(chipdf (1, x), x =0 ..20, color ="Navy", thickness

HISTOGRAM
Middelverdi = 1.2
Spredning = 1.3
1.
0.81
0.6
0.4
0.2
0' T T T T
0 5 10 15 20

Sammen med histogrammet er tegnet teethedsfunktionen for en XZ -fordeling med 1 frihedsgrad. Denne ses at matche fint med
histogrammet. Vi kan ogsé se, at Q-vardien for den oprindelige undersogelse, altsé 0.38, ligger i den forste sgjle i histogrammet, og

ser derfor ud til at fore til accept af H,.

Lad os for en god ordens skyld beregne den kritiske vaerdi:

o

J chipdf (1, x) dx =0.05 —2%°> 3841458820
K

Sa da Q-verdien er mindre end den kritiske verdi, forkaster vi ikke H,.
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Lesning med Gym-pakken
chi2Utest (A1)
xz -teststorrelse = 0.38672
Frihedsgrader = 1
Kritisk veerdi = 3.8415
p-verdi = 0.53403

0.20 771
|
1
0.15
1
1
y 0.10 A |
11
I
0.05 - |
1
1

0 | T T o

0 5 10 15

Du behover ikke at bruge en antalstabel her. Du kan ngjes med at indtaste matricen med observationerne

145 25
obs = :

375 55
chi2Utest (obs )

xz -teststorrelse = 0.38672
Frihedsgrader = 1
Kritisk veerdi = 3.8415
p-veerdi = 0.53403

0.20 71
11
11
0.15 1
11
1
v o.10 H
11
|
0.05 ||
11
{1
o H . ; |
0 5 10 15

Sé da Q-verdien er mindre end den kritiske veerdi, forkaster vi ikke H,,.
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12.4 Sporgeskema

I forbindelse med en spergeskemaundersogelse har man opdelt svarene pa ken og fiet dette resultat (her indtastet i en antalstabel)

"Observeret” "Helt enig” "Nermest enig"  "Hverken/eller” "Nmrmest uenig” "Helt uenig” i alt”
"Kvinde" 12 a7 22 14 9 94
A2 =
"Mand" 24 46 20 6 5 101
"ialt" 36 B3 42 20 14 195
Vi vil teste hypotesen

H,: Svaret er uafthengig af ken
pa niveau 5%
Vi starter med at beregne de forventede vardier og teststorrelsen O:

F2 := forventet (42)

"Forventet” "Helt enig" "Nermest enig” "Hverken/eller” "Nermest uenig” "Helt uenig” "ialt”
2 "Kvinde" 17.354 40,010 20246 9.6410 6.7487 94
"Mand" 18.646 42,990 21.754 10.359 7.2513 101
"i alt" 36 B3 42 20 14 195

chi2Teststorrelse (A2) = 9.174539345

Simulationen her gér efter samme melodi som tidligere. Vi laver en tabel med ken i forste kolonne, holdning i anden kolonne og
stykker de to kolonner sammen til en tabel:

M2 = (("Kvinde"$94, "Mand"$101)|("Helt enig"$36, "Naermest enig"$83, "Hverken/eller"
$42, "Nermest uenig"$20, "Helt uenig"$14)) :

Vi blander den anden kolonne i M2 og udregner teststorrelsen Q efter hver blanding
Q2s = Vector (1000 ) :

for k£ from 1 to 1000 do

M2s = shuffleCol(M2,2) :

A2s = antalstabel(M2s, ["Kvinde", "Mand" ], ["Helt enig", "Nermest enig", "Hverken/eller",
"Nearmest uenig", "Helt uenig"]) :

Q2s[k] := chi2Teststorrelse(A2s)

end do:
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G2 = grupperData (Q2s,0..20,20) :

plots|display |( plotHistogram (G2), plot(chipdf (4, x), x =0..20, color = Navy"))

HISTOGRAM
Middelverdi = 4.0
Spredning = 2.7

0.20

0.05 -

10 15 20

Her ser vi et n@sten perfekt match med en XZ -fordeling med 4 frihedsgrader. Lad os bestemme den kritiske verdi

o

J chipdf (4, x) dx =0.05 —%°> 9.487729037
K

Sa da O-verdien er mindre end den kritiske vaerdi, forkaster vi ikke H),.

Losning med Gym-pakken

chi2Utest (A2, size = [350, 350])

XZ -teststerrelse = 9.1745
Frihedsgrader = 4
Kritisk veerdi = 9.4877
p-veerdi = 0.056882

0.20 .
] |
AN
0.15 !
] |
_ I
» 0.10 |
; I
1 |
0.05 |
] \L
0 L
0 5 10 15 20

Sé da X2 -teststorrelsen er mindre end den kritiske veerdi, forkaster vi ikke H.
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12.5 Chi2Sim

Alt, hvad vi har lavet af simulation i de foregéende 3 eksempler, er implementeret i en enkelt kommando i Gym pakken. Lad os se,
hvordan det virker med Spergeskema eksemplet

I forbindelse med en spergeskemaundersogelse har man opdelt svarene pa ken og faet dette resultat (her indtastet i en antalstabel)

"Observeret” "Helt enig” "Nermest enig”  "Hverken/eller” "Nermest venig” "Helt uenig”  "ialt”

"Kvinde" 12 37 22 14 9 94
A2 =
"Mand" 24 46 20 6 5 101
"Lalt" 36 83 42 20 14 195
Vi vil teste hypotesen

H,: Svaret er uafthengig af ken
with(Gym) :
chi2Sim (42, 1000 )

HISTOGRAM
Middelverdi = 3.9
Spredning = 2.6

0.18

0.164—

0.14+

0.12

0.10

0.08

0.06 4

0.04

0.02

12.6 Frihedsgrader

Lad os se lidt neermere pa antallet af frihedsgrader i de 3 test, vi har lavet i dette afsnit. Antallet af frihedsgrader athaenger af den
reducerede matrix — dvs. den matrix, der fremkommer ved at fjerne reekkerne og sgjler med tekst og med totalerne.

I det forste eksempel har vi en datamatrix med 2 raekker og 3 sgjler. Her viste eksempler, at der er 2 frihedsgrader.

Vi laver en lille tabel:

Eksempel reekker sojler frihedsgrader
Mediemonitor 2 3 2
Kartoffelposer 2 2 1
Spergeskema 2 5 4
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Der geelder formlen f=(r — 1)-(s — 1), hvor f er antallet af frihedsgrader, r er antallet af reekker og s er antallet af sgjler. Skal vi
overbevise os om, at dette er korrekt, sé lad os se pé en lidt sterre matrix:

1 2 3 4 5 ialt

1 1 rs;

2 b1 rs;

3 7s3
ialt s8] sS85 583 S84 S5

Kender vi veerdierne t;; og t,; i 1. sgjle, sd kan vi beregne den sidste ved halp af sgjlesummen ss;, som ss; — #;; — t,;. Og helt
tilsvarende i de naeste 3 sojler.

Sgjlesummerne giver altsa en binding pé de vardier, der kan sta i sejlen.

Kender vi saledes disse verdier

1 2 3 4 5 ialt

1 1 12 I3 t4 )

2 L1 Y] X] L4 7s;

3 rs3
ialt s8; S8, 583 584 585

sa er hele tabellen fastlagt, idet sdvel raekkesummer som sgjlesummer jo skal passe. Sa alle reekkesummer giver en binding pé de
verdier, der kan sté i reekken.

Vi kan variere tallene i skemaet ovenfor — dog ikke vilkarligt, men inden for visse granser, idet rekkesummer og sgjlesummer stadig
skal passe. Det, at der i alt er 8 tal i skemaet, der kan varieres, betyder netop, at der er 8§ frihedsgrader.

Et helt tilsvarende argument kan bruges i en vilkérlig 7 x s - matrix. Det nemmeste vil vaere at udfylde efter retningslinjerne ovenfor,

sa du udfylder alt, panar reekke nr. 7 og sgjle nr. s. Herved vil du udfylde (r — 1)-(s — 1) felter. Tallene i disse felter kan du variere
og lade reekke- og sgjlesummerne fastleegge indholdet af de ikke-udfyldte felter.

Altsé vil der her veere hejst f= (r — 1)- (s — 1) frihedsgrader.

Fjerner du indholdet i ét af felterne, fx ¢;;, vil du have en sgjle og en reekke med to ikke-udfyldte felter, hvoraf ét af felterne er falles.

Hvis du pé baggrund af reekke- og sejlesummer skal fastleegge indholdet af disse, vil det fore til losning af et system af to ligninger
med tre ubekendte. Ligningssystemet vil vaere af formen

x+y=a
x+z=b

hvor x er indholdet i det faelles ikke-udfyldte felt, y og z indholdet i de to andre ikke-udfyldte felter, a og b er kendte tal.
Ligningssystemet vil have uendelig mange lgsninger, der fas ved ved at vaelge x vilkarligt og bestemme y og z ved de to ligninger.

Dette viser, at det ikke kan gores mindre end (r — 1) (s — 1) frihedsgrader.
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13.1 Intro

I dette afsnit introduceres hypotesetest og begreberne i tilknytning hertil. I stedet for at g& direkte til en teoretisk behandling,
sammenligner vi det udfald af et eksperimet, vi har faet, med en masse andre udfald, vi lige sa vel kunne have faet, hvis den hypotese,
vi tester, er sand.

Vi benytter Maple til at generere de forseggsresultater, vi kunne have faet. Det sker ved at beregne nogle programstumper, der er
lavet, og det er ikke meningen, at du skal forsta alle detaljer i disse — men blot se pa resultaterne og sammenligne disse med vores
observationer.

Vi slutter afsnittet af med at vise, hvordan alle tests nemt klares med Gym-pakken, men de eksempler, der gennemgas via simulationer,
er vigtige for forstéelsen af, hvad der sker i de mere eller mindre automatiserede beregninger med Gym-pakken.

13.2 Simulation af nulhypotesen

Vi tager udgangspunkt i denne opgave:

Du har en mistanke om, at en af dine venner har en falsk” terning.

Derfor har du i al hemmelighed noteret udfaldet af alle vedkommendes kast med terningen gennem en hel aftens spil.

Dine optegnelser er samlet i denne tabel:

udfald 1 2 3 4 5 6
antal 5 4 5 6 5 13

Giver dine observationer anledning til at din mistanke bestyrkes?

Umiddelbart ser antallet af 6'ere voldsomt stort ud og det kunne tyde pa, at der er snyd i terningen. Nér vi mener, at der kan vare snydt
med terningen, er det naturligvis fordi vi forventer at f4 nogenlunde lige mange udfald af hver slags, hvis terningen er &gte (eller
symmetrisk).

For at undersgge observationerne naermere og konkretisere vores forventning til udfaldene, formulerer vi en sakaldt 0-hypotese:
H,: Terningen er &gte
I vore undersegelser vil vi antage, at H, holder — dvs., at vi har med en &gte terning at gere og at variationerne i antallet af udfaldene

skal tilskrives tilfzeldigheder. Dette udtrykkes ofte ved, at der ikke er nogen signifikant forskel pé det forventede antal og det faktisk
observerede antal udfald af hver slags. Med ordet 'signifikant' menes 'statistisk paviselig'

Under forudsatning af, at H, holder, vil det forventede antal for alle udfald altsa vere % =6.33 :

udfald 1 2 3 4 5 6

forventet

6.33 6.33 6.33 6.33 6.33 6.33

antal

236
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Sammenligner vi de observerede vardier med de forventede, ser vi, at antallet af 6'ere afviger meget, mens de gvrige udfald nok
afviger, men ikke n@r s meget — dog er de alle mindre end de forventede vardier, hvilket tyder pa, at terningen har en tendens til at
give 6'ere pa bekostning af alle de gvrige udfald.

Er den afvigelse, vi ser, stor eller lille? Det kan vi kun sige noget om, hvis vi har en standard for afvigelsen at sammenligne

med. Vi skal pa en eller anden méde have opdelt de mulige afvigelser i to kategorier: De acceptable afvigelser, der ma tilskrives
tilfeeldigheder, og de Kritiske afvigelser, der vil veere sé usaedvanlige, at vi kommer til at tvivle pa, hvorvidt O-hypotesen virkelig
holder.

Opdelingen af de mulige afvigelser i acceptable og kritiske afvigelser, har intet med de konkrete observationer at gore, men afthenger
alene af 0-hypotesen. Pa basis af 0-hypotesen skal vi altsd bestemme, hvordan afvigelserne er fordelt og dermed kunne beregne, hvor
sandsynlig en afvigelse er under forudsatning af 0-hypotesen.

Mal for afvigelsen

Som et mal for, hvor langt de observerede verdier ligger fra de forventede vardier, kan vi i forste omgang forsege os med summen af
afvigelserne

6
Z(observeret,— — forventet;) = (6.33 —5) + (6.33 —4) + (6.33 —5) + (6.33 —5)
i=1

+ (633 —-13)=0
Men denne sum vil altid give 0 og er derfor uanvendelig som mal.

Et mél for afvigelsen skal opfylde, at hvis det observerede ligger langt fra det forventede, skal vi have en stor verdi, mens vi skal have
en veerdi taet pa 0, hvis det observerede ligger teet pa det forventede.

Vi kunne sé forsgge os med mal, hvor vi kvadrerer afvigelserne for at slippe af med fortegnene

6

ObSél veret i fOl Venl‘et, -
i=1

(633 —5)* + (633 —4) + (633 —5)* + (6.33 — 5)> + (6.33 — 13)? = 55.2245

Dette mal har de enskede egenskaber, men det har vist sig, at vaere smartere at benytte et relativt mal, hvor kvadratet pa afvigelserne
ses 1 forhold til de forventede vardier.

i (observeret; — forvem‘et,-)2

= forventet;
(633 —5) (633 —4)* (633 —5)2  (633—5)?% (633 —6)*
= 8.741453396
6.33 + 6.33 + 6.33 + 6.33 T 63
(6.33 — 13)?
+ 6.33

Dette mal, der i 1908 blev introduceret af statistikeren Karl Pearson (1857 - 1936), skal vise sig at have nogle interessante egenskaber.
I det folgende vil vi benytte betegnelsen teststorrelsen for Pearsons mal og betegne denne med Q.

Eksempel

Antag, at vi 1 stedet har disse observerede verdier (altsd samme eksperiment som ovenfor, samme 0-hypotese, samme forventede
vaerdier, men med andre observerede vardier)

udfald 1 2 3 4 5 6
antal 0 6 6 7 6 13
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Umiddelbart ser dette mere kritisk ud, idet vi far en masse 6'ere pa bekostning af 1'ere og vi far nasten de forventede vaerdier for de
ovrige udfald. Det kan tyde pa, at der er boret et hul i terningen og fyldt bly i for at tvinge terningen til at give flere 6'ere.

Teststarrelsen bliver her

_(633—-0)> | (633 —6)" (633 —6)" (633 -7 (633 —6)°
0 633 | 633 T 633 633 633
0 = 13.48078989 (13.1)

Altsa en hel del storre her, hvilket betyder, at afvigelsen her er noget mere kritisk for 0-hypotesen end i det ovenstaende tilfelde.

skeskosk

For at kunne danne os en ide om, hvordan vardierne af teststorrelsen fordeler sig, er det nedvendigt at regne O ud for en masse
gentagelser af det samme eksperiment, der altsd bestar i at kaste en terning 38 gange og observere antallet af de enkelte udfald.

Vi vil lade Maple foretage alle disse gentagelser og labende fa beregnet O-vardien. Men forst skal vi se pa simulation af et enkelt
terningkast i Maple.

13.3 Simulation af et enkelt terningkast

Et kast med en terning har 6 mulige udfald — ofte betegnet 1, 2, 3, 4, 5, og 6, hvor fx udfaldet 2 betyder, at den side af terningen, der
vender op, har to gjne.

Hvis terningen er en agte (eller en symmetrisk) terning, har alle udfald den samme sandsynlighed, nemlig % .

For en &gte terning kan vi s opstille denne sandsynlighedstabel:

u 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
Plu) 6 6 6 6 6 6

Formelt set, kan et kast med en egte terning beskrives som et udfald af en stokastisk variabel X, der har en sandsynlighedsfordeling
givet ved tabellen ovenfor.

1 , og sandsynligheden for, at X

X kan altsa antage veerdierne 1, 2, 3, 4, 5, og 6, og sandsynligheden for, at X antager vaerdien 1, er 5

. 1
antager verdien 2, er —, OsV.
6

For at efterligne et terningkast i Maple, skal vi forst have indlaest Statistics-pakken, der rummer de nedvendige verktejer:

with(Statistics ) :

p=|L L 1 1 11 (13.2)
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X = RandomVariable (ProbabilityTable (P))
X:= RI5 (13.3)
Dette definerer praecis det terningkast, der er beskrevet ovenfor. Lad os preve at kaste med terningen:
Sample (X, 1)
[ 3. ] (13.4)
Jeg fik en 1'er. Du vil sikkert fa noget andet. Vi prover igen, men denne gang kaster vi 10 gange:
Sample (X, 10)
1. 3. 2. 1. 4 6. 6. 2. 5. 5. (13.5)
Igen vil du sikkert fa noget andet. Kaster vi mere end 100 gange, vil Maple ikke laengere vise de enkelte udfald automatisk. I stedet vil

vi, ved fx 200 kast med terningen, fa noget i stil med
Sample (X, 200)

[2.,3.,5,6.,5.,6.,6.,5.,3.,6.,5.,2.,4.,3,,3.,6.,3.,1.,5.,6.,6.,3.,1.,5.,3,,6.,4.,3., 3.,
4,1.,3,3.,3,2.,1,4.,5.,3.,5,5.,1,1.,4.,5.,1.,4.,3,,3.,3.,4.,5.,5.,6.,5.,2.,5., (13.6)
5,5.,6.,5,1,3,2,1.,5.,2.,2.,6.,4.,1.,3.,2.,2.,6.,4.,6.,2.,1.,6.,5.,6.,3.,1.,2., '
3.,1,2,6,1,6.,6.,5.,3.,6.,6.,5.,3.,2.,,2.,..., --- 100 row vector entries not shown ]

show all
2. 3. 5. 6. 5. 6. 6. 5. 3. 6. 5. 2. 4 3. 3. 6. 3. 1. 5.6. 6. 3. (13.7)

hvor alle udfald bliver vist ved at klikke pé output og veelge Show All i kontekstmenuen. Skal vi blot have et hurtigt kig pa udfaldene,
kan flytte markeren op i resultatet for 'show all'. Herved vil der komme en scroll-bar frem under listen, som vi kan treekke i. Dette vil
dog krave en genberegning af de ovenstdende kommandolinjer forst.

13.4 Gentagne kast med en terning

Da terningen, vi benytter, er implementeret som en &gte terning, skulle vi gerne have nogenlunde det samme antal af hvert af de
mulige udfald. Lad os se, hvordan det ser ud ved 38 kast med terningen:

with(Gym) :

U = Sample (X, 38) :

» 1. 4
2.
H:= 33 (13.8)
4. 11
5.
6. 4

Her ville vi forvente ca. 6 udfald af hver slags, men hvis du prever nogle gange (ved at genberegne ovenstéende to linjer), vil du se, at
der faktisk kan vere ganske store udsving.
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De forventede vaerdier under forudsatning af H, er:

forv := P-38.

forv == [6.333333333,6.333333333, 6.333333333, 6.333333333, 6.333333333,

6.333333333] (13.9)
og de observerede vzerdier er (2. sgjle i matricen ovenfor)
obs = [seq(H[i,2],i=1..6)]
obs := [4,5,5,11,9,4] (13.10)

Vi gentager nu eksperimentet '38 kast med en terning' 1000 gange og beregner hver gang teststorrelsen:

OBS: Programmet (for-lokken) skal sta i én samlet programblok. Det klarer du ved at taste Shift+Enter efter hver programlinje under
indtastningen. Husk ogsé at afslutte kommandolinjer med semikolon og afslut selve programmet med et kolon, sa du undgér at fa
udskrevet output.

op(H)[1]er et udtryk for antallet af reekker i matricen H. Der er jo ingen garanti for, at alle udfaldene forekommer i hvert
eksperiment. Sker det, at et udfald ikke forekommer, vil H ikke have 6 reekker — og programmet vil fejle, hvis der summeres fra i =1
til 6.

Multiplikationen med 1.0 sikrer, at alle resultater er decimaltal.
Qv = Vector(1000 ) :

for j from 1 to 1000 do
S = Sample(X, 38) :
H = hyppighed(S) :

Qv, = add( (Hiz = forvi)” —forv,-)z
i

-1.0,i=1 ..op(H)[l]j :
Jorv;
end do:

Du kan se alle vaerdierne af Qv i denne datatabel:

1 |.632258...
.158064...
8.72258...
.545161...

0.28032...
0.12903...
.206451...
.B25806...
10 |.632258...

2
3
4
5 0.28032...
6
7
8
9

Lad os studere verdierne i Qv na@rmere. Forst finder vi den mindste og den sterste vaerdi:
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min(Qv) = 0.2105263158
max (Qv) = 21.36842105
Vi benytter disse til at lave en gruppering af vardierne i 20 grupper: [0, 1], ]1,2],...,]10,20]:

G := grupperData (Qv, 0 ..20, 20)

0.1. 35
1..2. 111
2...3. 140
3..4. 158
4..5. 163
5...6. 103
6...7. 1715
7..8. 55
8..9. 45
G 9...10. 43 (13.11)
10. ..11. 24
11..12. 14
12. .13, 12
13...14. 4
14. ..15. 5
15..16. 6
16...17. 0
17...18. 0
18...19. 3
19..20 2

plotHistogram (G)

HISTOGRAM
Middelveerdi = 5.0
Spredning = 3.1
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Vi har nu allerede det forste indtryk af, hvordan fordelingen af verdierne af Q ser ud. I vores aktuelle observation fik vi en Q vaerdi pa
8.74 — og som Vi kan se nu, sé er det slet ikke sa ualmindeligt endda at f& en vaerdi pa 8.74 eller storre.

For at regne ud, hvor mange procent af udfaldene, der vil have en Q veerdi, der er storre end eller lig med 8.74, skal vi finde arealet af
stolperne til hajre for 8.74:

Husk p4, at i et histogram er arealet af en stople er lig med intervalfrekvensen i det interval, stolpen er tegnet over. Nar vi udregner de
kumulerede frekvenser, sé er det netop arealerne af stolperne, vi lebende leegger sammen (fra venstre mod hejre), og ender op med 1,
som det samlede areal.

Sumkurven, der tegnes pa basis af de kumulerede frekvenser, kan séledes opfattes som en funktion, der for ethvert x har en vardi, der
er svarer til arealet af stolperne i histogrammet til venstre for x.

Arealet af stolperne i histogrammet til venstre for 8.74 er da
sumkurve (G, 8.74) = 0.875050100200401

— og dermed er arealet af stolperne i histogrammet til sgjre for 8.74

1 — sumkurve (G, 8.74) = 0.124949899799599

Du vil sikkert fé et andet resultat, da det athaenger af udfaldet af simulationen, men sterrelsesordenen vil nok vare omkring 10%.

I det andet eksempel, vi regnede pa, fik vi O = 13.48 . Vi kan tilsvarende beregene, hvor mange procent af udfaldene, der vil have en
Q-verdi, der er storre end eller lig med 13.47:

1 — sumkurve (G, 13.48) = 0.0181162324649299
Og her vil sterrelsesordenen vere omkring 2%.

Det er sa op til os at vurdere, hvornér en verdi af Q er acceptabel og hvornar den ma anses for kritisk.

En almindelig vedtagt er, at hypotesen H, forkastes ikke — dvs., at vi tror pd H, pa basis af vores observationer — hvis Q -vardien

befinder sig blandt de 95% mindste, hvorimod H), forkastes, hvis O-verdien befinder sig blandt de 5% starste.
Vi kan bestemme, hvor skillelinjen er mellem de acceptable og de kritiske vaerdier ved at lose ligningnen
fsolve (1 — sumkurve (G, k) =0.05, {k})
{k=10.83750000 } (13.12)
k kaldes den kritiske veerdi. Og de 5% kaldes signifikansniveauet.

Dvs., at hvis Q < 10.8 (resultatet kan variere her), sa er O-vaerdien acceptabel og vi forkaster ikke H,, men hvis Q > 11, sa
forkaster H,. Vores oprindelige observationer, hvor vi fandt Q = 8.74 , ferer altsé ikke til, at vi forkaster H,.
Problemet med den simulation, vi har lavet her, er, at den kritiske vaerdi @ndres, hvis vi genberegner, hvilket naturligvis ikke er

hensigtsmeessigt. Hvis du har genberegnet nogle gange, vil du have set, at histogrammet far samme form hver gang. Vi skal have
bestemt denne form vha. en kontinuert funktion.
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13.5 Modellen

Man har regnet sig frem til, at denne funktion vil matche histogrammet:

3
chi5(x) = S x2e 2

3/2m

plots[display |([ plot(chi5 (x), x =0 ..20, color ="Navy", thickness =3 ), plotHistogram (G)])

HISTOGRAM
Middelveerdi = 5.0
Spredning = 3.1
0.16
0.14 1
0.12 1

0.101

20

Lad os lige tjekke, at arealet under kurven giver 1:

®©

J- chi5(x)dx =1
0

Funktionen chi5 kaldes teethedsfunktionen for en x2 -fordeling med 5 frihedsgrader.
Da vi nu har fundet en funktion, hvis graf matcher udseendet af histogrammet, vi har set ovenfor, og samtidig opfylder, at
arealet under grafen er er 1, har vi godtgjort, at Pearsons mal Q for afvigelsen mellem de observerede og forventede vaerdier ved

eksperimentet '38 kast med en terning' er XZ -fordelt med 5 frihedsgrader.
Tilbage star vi naturligvis med spergsmalet om, hvad frihedsgrader er for noget, men det ser vi pa i naste afsnit.

Ved at benytte modellen, kan vi fastleegge den kritiske veerdi. Det gor vi ved at bestemme £, sa arealet af det skraverede omréade (se
grafen nedenfor) er 5% (brug '"Numerically Solve'):

o

f chi5 (x) dx =0.05 =25 11.07049769
k

assign to a name

k
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plots|display]([plot(chi5(x), x =k ..20, color = gray, filled), plot(chi5(x), x =0 ..20, color
="Navy", thickness =3)])

0.15

0.10 1

0.05 4

5 10 15 20

X

I forbindelse med en konkret test, hvor vi har udregnet en QO-verdi — fx som i eksemplet ovenfor, hvor Q =8.74 — kan vi i modellen
ogsé udregne den sékaldte p-veerdi.

p-veerdien afthaenger af Q og er sandsynligheden for at f4 nogle observerede vardier, der afviger mere fra de forventede veerdier end
dem, vi har observeret. Kort sagt: Sandsynligheden for at fa en sterre O-verdi end den, vi har faet.

Ofte benyttes den alternative formulering af betydningen af p-vardien: Sandsynligheden for at fa en fordeling af observationerne, der
er lige sé& skav eller skaevere end den, vi har féet.

p-verdien kan udregnes som arealet af det skraverede omréde (se nedenfor)

0 :=8.74 = 8.74

J chi5 (x) dx = 0.1198949982
o

plots[display|([plot(chi5(x), x = Q..20, color = gray, filled), plot(chi5(x), x =0..20, color
="Navy", thickness =3)])

0.15 4
0.10 A

0.05
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Dvs., at sandsynligheden er ca. 12% for at fa en fordeling af observationerne, der er lige sé skev eller skevere end den vi har faet.

p-veerdien kan ogsa benyttes til at afgere, om en 0-hypotese skal forkastes eller ej. Hvis p < 0.05, s ma Q-verdien ligge i det
kritiske omrade og 0-hypotesen skal forkastes. Hvis derimod p > 0.05 , forkastes hypotesen ikke.

13.6 Frihedsgrader

Vi benytter '38 kast med en terning' som eksempel, men lad os for en sikkerheds skyld genstarte Maple og definere hele opsatningen
igen:

restart
with(Gym) :

with(Statistics) :

X = RandomVariable (ProbabilityTable (P)) :

Som tidligere gentager vi eksperimentet '38 kast med en terning' 1000 gange. Til registreringen benytter vi en vektor obs med plads til
1000 elementer.

obs = Vector(1000) :

for j from 1 to 1000 do
S = Sample(X, 38);
H := hyppighed(S);
Oij = Hl, 2

end do:

OBS: H, , er det clement, der stér i 1. reekke og 2. sejle i matricen H (der i forste sgjle har udfaldene og i anden sgjle de tilhorende
hyppigheder).

obs =

N
Y A9 NN 0 N R~ 0 W

1n

1000 element Vector[column]



246 <+ Chi2 test for Goodness of Fit — Simulation

Denne matrix viser, at i den forste serie af 38 kast med terningen fik vi 3 1'ere, i den anden serie fik vi 8 1'ere, osv.

For at fa et overblik over elementerne i obs, kan vi tegne et pindediagram:
plotPindediagram (obs )
PINDEDIAGRAM
Middelvaerdi = 6.444

Median = 6.000
Spredning = 2.340

0.16 4
0.14 -
0.12 -
0.10 4
0.08 -

0.06 4

0.04 -
0.02 1 | | |
0  § i - I | I | !
10 15

Antallet af 1'ere ser nasten normalfordelt ud, centreret om middelverdien ca. 6.

Maple har indbygget kommandoen NormalPlot til visuelt at tjekke dette. Her skal de plottede punkter sa nogenlunde folge linjen

y =Xx, pa en sddan made, at det passer bedst omkring middelvaerdien, mens det ikke er sé vigtigt i enderne. Hvilke punkter, Maple
plotter her, er ikke helt klart, men fremgér af Maple's online hjzlp..

NormalPlot (obs )

14 o

12+

10+

0 2 4 6 8 10 12

Som middelveardi og spredning benytter Maple de verdier, der kan beregnes ud fra observationerne:
W := middel (obs )

i == 6.31900 (13.13)
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o = standardafvigelse (obs)

c = 2.25529 (13.14)

Det, vi har segt at modellere, er eksperimentet '38 kast med en terning'. Vi har kastet terningen 38 gange med Sample (X, 38) og
registreret antallet af de enkelte udfald. Eksperiment har vi s& gentaget 1000 gange.

Nu ved vi, at antallet af 1'ere 1 '38 kast med en terning' er normalfordelt med middelverdi ca. 6.3 og spredning pé ca. 2.3. Og
tilsvarende for antallet af 2'ere osv. Sa i princippet kunne vi vel blot tage 6 vardier fra en normalfordelt stokastisk variabel Y med
middelvardi 6.4 og spredning 2.3, og benytte disse som hyppighederne af de enkelte udfald. Lad os prove:

Y := RandomVariable (Normal (6.3,2.3))
Y:= R33 (13.15)
S := Sample (Y, 6) :

5. 12. 5. 9. 5. 7. (13.16)

Problemet er, at her er summen af hyppighederne ikke nedvendigvis 38 — og det skal den vare, ellers modellerer vi jo ikke 38 kast
med en terning.

Vi ma altsé ngjes med at tage 5 vaerdier fra ¥ og beregne den sidste som det, summen mangler i at give 38. Det er netop derfor man
siger, at der er 5 frihedsgrader.

sekok

Helt uproblematisk er det dog ikke at tage 5 vaerdier fra Y, idet summen af disse godt kan vere sterre end 38. Hvis du vil lege videre
med disse ideer, sé er her en lille programstump, der kan vere til hjelp. Men pas pé, der kan forekomme negative verdier for det 6.
udfald:

Y := RandomVariable (Normal (6.4,2.3)) :

u = Sample (Y, 5) :

[7. 1. 9. 9. 9. 3. (13.17)

13.7 Farvefordeling i M&M's poser

Ifolge M&M's hjemmeside er farvefordelingen i M&M Milk Chocolate denne
farve Brun Gul Red Orange Gron Bla

procentdel | 13 94 14 % 13 % 20 % 16 % 24 %

For undersoge dette har en amerikaner ved navn Josh Madison indkebt et karton M&M's med 48 pakker og optalt disse. Der var i alt
2620 stk.

Han observerede folgende:

farve Brun Gul Red Orange Gron Bla

antal 371 369 372 544 483 481

Vi vil teste pa niveau 5%, om Josh Madisons observationer folger samme fordeling som den, der er oplyst af M&M's. Hertil opstiller
vi 0-hypotesen:

H,: Josh Madisons observationer folger den fordeling, der er oplyst af M&M's

Dette eksempel er i princippet fuldsteendig identisk med '38 kast med en terning', men lad os for en god ordens skyld bygge en
simulation, der udferer Josh Madisons eksperiment 1000 gange. Det er en gratis omgang, da simulationen til '38 kast med en terning'
umiddelbart kan genbruges.
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Forst skal vi dog lige have beregnet de forventede vaerdier under forudsatning af H, og have beregnet (. Observationerne indtastes i
listen obs og den forventede procentvise fordeling indtastes i listen P:

restart
with(Gym) :
with(Statistics ) :
obs = [371, 369, 372, 544, 483, 481 ]
obs = [371, 369, 372, 544, 483, 481 ] (13.18)

P :=[0.13,0.14, 0.13, 0.20, 0.16, 0.24 |

P :=[0.13,0.14, 0.13, 0.20, 0.16, 0.24 | (13.19)
og de forventede verdier beregnes ved
forv == P-2620
Sorv := [340.60, 366.80, 340.60, 524.00, 419.20, 628.80 | (13.20)
Herefter kan Q kan beregnes ved
Q = chi2Teststorrelse (obs, forv)
0 = 50.83519804 (13.21)

Vi definerer en stokastisk variabel ved

X = RandomVariable (ProbabilityTable (P))
X = R3] (13.22)

For at efterligne Josh Madisons eksperiment, tager vi 2620 vaerdier fra denne og finder hyppighederne af de enkelte farver (1=Brun,
2=Gul, osv)

hyppighed (Sample (X, 2620 ))

322 |
351
359
533
444
611

(13.23)

S v kv =

Det gor vi sa 1000 gange og beregner hver gang O-vardien

Qv == Vector(1000 ) :
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for j from 1 to 1000 do

S = Sample(X, 2620) :

H = hyppighed(S) :

H?2 := LinearAlgebra| Column](H, 2) :
Qv; == chi2Teststorrelse(H2, (forv)) :
end do:

G = grupperData(Qv, 0..20, 20) :

HISTOGRAM
Middelverdi = 4.9
Spredning = 3.2

0.14

0.12 4

0.10

0.08 1

0.06 1

0.04 1

0.02 1

T R — )
5 10 15 20

Her kan vi sa forlade det eksperimentelle og ga til modellen. Her ved vi fra tidligere, at den kritiske vaerdi er 11.07, s& med en Q-vaerdi
pa 50.83 giver Josh Madisons observationer ikke anledning til at tro pa den af M&M's oplyste farvefordeling. Derfor kan den oplyste
farvefordeling godt vere rigtig alligevel. Fabrikationen foregar formodentlig ved, at man fylder den 'korrekte' meengde af de enkelte
farver i en stor beholder, rorer godt rundt, hvorefter indholdet pakkes i poser. Maske er det omreringen, der ikke er har veret god nok.

Det eneste, vi kan konkludere, er, at vi pa baggrund af observationerne er nadt til at forkaste H,,.

De gule passer fint, der er lidt for mange brune, grenne, orange og rede, men der er alt for fa af de bla. Lad os se, hvad det betyder for
Q veerdien ved at beregne de enkelte bidrag:

Bidrag til Q fra de brune:

(371 — 340.60 )?
340.60

= 2.713329418

Bidrag til Q fra de gule:

(369 — 366.8 )*

366.8 = 0.01319520174
osv.

Gym-pakken har indbygget en funktion, der kan regne disse bidrag ud:
bidrag (obs, forv)

[2.713329419 , 0.01319520174 , 2.894773928 , 0.7633587786 , 9.710019084 , 34.74052163 | (13.24)

- og her fremgér tydeligt, at det er den store mangel pa de bla, der er ansvarlig for den meget store Q-verdi.

Detaljerne findes her: joshmadison.com
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13.8 Krydsning af tomatplanter

Ved krydsning mellem to typer tomatplanter forventes, at halvdelen af afkommet vil fa gule blade og halvdelen vil fa grenne
blade. I et forseg fandt man, at 671 ud af i alt 1240 kimplanter har genne blade og 569 har gule blade. Kan denne forskel tilskrives
tilfeeldigheder?

Forventet fordeling:

farve Gren Gul

procentdel 50 % 50 %

Observerede antal:

farve Greon Gul

antal 671 569

For at teste om forskellen mellem det forventede og det observerede skyldes tilfaeldigheder, tager vi udgangspunkt i 0-hypotesen
H,: Det observerede folger den forventede fordeling
og vil teste denne pa signifikansniveau 5%.

Vi beregner de forventede vaerdier under forudsatning af H, og teststorrelsen Q. Observationerne indtastes i listen obs og den
forventede procentvise fordeling indtastes i listen P:

restart
with(Gym) :
with(Statistics ) :

obs = [671,569]

obs == [671, 569 ] (13.25)
P:=105,0.5]
P:=1[0.5,05] (13.26)
og de forventede verdier beregnes ved
forv == P-1240
Sforv == [620.0, 620.0 ] (13.27)
Herefter kan Q kan beregnes ved
Q = chi2Teststorrelse (obs, forv)
Q0 = 8.390322580 (13.28)
Vi definerer en stokastisk variabel ved
X = RandomVariable (ProbabilityTable (P))
X = R3I (13.29)

og retter simulation fra forrige afsnit lidt til. sa vi kan foretage 1000 gentagelser af krydsningseksperimentet:

Qv := Vector(1000 ) :



251 + Chi2 test for Goodness of Fit — Simulation

for j from 1 to 1000 do

S = Sample(X, 1240) :

H = hyppighed(S) :

H?2 := LinearAlgebra| Column](H, 2) :
Qv; := chi2Teststorrelse(H2, (forv)) :
end do:

G = grupperData(Qv, 0..10, 10) :

plotHistogram (G)

HISTOGRAM
Middelveerdi = 1.1
Spredning = 1.2
0.61
0.5

6 § 10

Fordelingen af Q-vardierne ser noget anderledes ud denne gang, men her har vi jo ogsé kun 1 frihedsgrad. Funktionen, der matcher
dette udseende af histogrammet, er denne

chil (x) = S x 2 e_ix :

J2mn
plots|display ([ plot(chil (x), x =0 ..10, color = blue, thickness = 3), plotHistogram (G) ], size
HISTOGRAM

Middelveerdi = 1.1
Spredning = 1.2
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Ved at benytte modellen, kan vi fastlaegge den kritiske vaerdi. Det gor vi ved at bestemme £, sa arealet af det skraverede omréade (se
grafen nedenfor) er 5% (brug 'Numerically Solve'):

o

J chil (x) dx =0.05 2, 3841458821 —“SEOmme, 4
k

Med vores Q-vardi pd 8.39 er vi nedt til at forkaste hypotesen H, pa det foreliggende gundlag.

13.9 Chi2-fordelingen

restart

Vi har set to eksempler pa X2 -fordelinger:

1 frihedsgrad:

chil (x) =

5 frihedsgrader:

| »
|

1
chi5(x) = ;x e 2

3/2m

Umiddelbart har de to funktioner visse faelles traek. Det viser sig, at en X2 -fordelinger med f'frihedsgrader kan skrives som

vl

1
chi(x) =k-x e ?
2 (13.30)

=]

hvor k er en normeringskonstant, der er bestemt ved, at arealet under grafen skal vaere 1 — altsé ved k- J chi(x) dx=1.
0

S (f

Denne normeringskonstant kan beregnes til 2 2 -F( ?) , hvor I'(x) er den sékaldte Gamma-funktion.

I Maple kan du udregne saledes (Skriv GAMMA i math-mode og tryk pa ESC-tasten, s& kan du velge symbolet som det gverste i
listen). Fx er

1

27-r(%] -2 %

(IR

2

(3)-5m

I Gym-pakken er X2 -fordelingen med f frihedsgrader implementeret ved chipdf (f, x) . Vil du plotte X2 -fordelingen med 5
frihedsgrader, sa skriver du blot
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with(Gym) :
plot(chipdf (5,x),x=0.20)

0.15 A

0.10 A

0.05 |

Og et lille udvalg:
plot ([ chipdf (1, x), chipdf (2, x), chipdf (3, x), chipdf (4, x), chipdf (5,x)],x=0..20, legend

0.5 1

0.4 -

0.3 4

0.2 1

0.1 1

[—r=1 f=2 /=3 7=4 7=3]
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13.10 Chi2-test for Goodness of Fit - opskrift

En x2 -test for Goodness of Fit er en test, hvor vi undersager, hvor godt en rekke observerede data stemmer overens med en forventet
fordeling. Vi har allerede lavet 3 af disse:

Terningkast:

Her undersogte vi, om disse resultater fra '38 kast med en terning'

udfald 1 2 3 4 5 6
antal 5 4 5 6 5 13

ville stemme overens med en forventning om, at terningen er agte. Hertil benyttede vi en x2 -test for Goodness of Fit med 5
frihedsgrader.

M&M's

Her undersogte vi, om denne fordeling farvefordeling blandt 2640 Milk Chocolate M&M's:

farve Brun Gul Red Orange | Gren Bla

antal 371 369 372 544 483 481
ville stemme overens med den forventede fordeling

farve Brun Gul Red Orange | Gron Bla
procentdel| 1395 | 14% | 13% | 20% | 16% | 24%

Hertil benyttede vi ogsé en X2 -test for Goodness of Fit med 5 frihedsgrader.

Krydsning af tomatplanter

Her undersogte vi om de observerede resultater fra et eksperiment

farve Gren Gul
antal 671 569
ville stemme overens med den forventede fordeling
farve Greon Gul
procentdel 50 % 50 %

Hertil benyttede vi en Xz -test for Goodness of Fit med 1 frihedsgrad.

Med udgangspunkt i disse eksempler kan vi generalisere til
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Opskrift til en xz -test for Goodness of Fit

kategori | 1 2 n ialt

antal

X; X, X, s

angivet i procent

kategori| 1 2 n 1 alt

antal | p95 | p,% p.% 1100 %

Du har de observerede vaerdier i et skema opdelt i kategorier:

Tilsvarende har du oplysninger om den forventede fordeling (i en tabel eller pd anden méde), ofte

H,:

Nulhypotesen formuleres, og den skal altid veere (men gerne formuleret i opgavens kontekst)

Der er ingen signifikant forskel pa observerede vardier og de forventede vardier

De observerede verdier indtastes i en liste

obs =[x1, X3, . .., %]

verdier ved

Pi )]
100 ° 100"

Pn
100

forv = -s

og pa baggrund af det samlede antal observationer og den forventede fordeling beregnes de forventede

Teststorrelsen Q beregnes vha.

Q = chi2Teststorrelse (obs, forv)

Teststorrelsen Q er xz-fordelt med f=n — 1 frihedsgrader.

Enten

Den kritiske veaerdi £ bestemmes pa baggrund af

antallet af frihedsgrader og signifikansniveauet o
ved at lose ligningen

©

J chipdf (n — 1,x) dx=o.
k

Eller

p-vaerdien beregnes pa baggrund af Q og antal
frihedsgrader ved at beregne integralet

%o

J chipdf (n — 1, x) dx
Qo

Hvis O < k forkastes H, ikke, hvis O > k
forkastes H,.

Hvis p > o forkastes H, ikke, hvis p < o
forkastes H,.

o er testens signifikansniveau.

Lad os preve opskriften af pa et eksempel:

Chi2 test for Goodness of Fit — Simulation
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Eksempel.

I et eksperiment krydser en studerende lyserede blomster med hinanden. Ifelge arvelighedslovene skulle det forventede resultat
vaere 25 % rade, 50 % lyserade og 25 % hvide. Resultatet af eksperimentet blev 236 blomster, der fordelte sig pa farverne som vist i
tabellen:

rad lysered hvid
hyppighed 66 115 55

Formuler en konklusion, den studerende kan skrive i sin rapport, nar der anvendes et signifikansniveau pa 5 %?

Vi skal teste hypotesen

H,: Resultatet af eksperimentet er i overensstemmelse med arvelighedslovene
Vi starter med at indtaste de observerede verdier og beregner de forventede:
obs = [66,115,55] = [66, 115, 55]

Sforv == [0.25,0.5,0.25]-236 = [59.00, 118.0, 59.00 ]

Teststarrelsen beregnes:

Q = chi2Teststorrelse (obs, forv) = 1.177966102
Teststerrelsen Q er Xz -fordelt med 2 frihedsgrader.

Den kritiske vaerdi i en xz -fordeling med 2 frihedsgrader bestemmes:

with(Gym) :

®©

J chipdf (2, x) dx =0.05 %5 5.991464547
k

Da Q < 5.99, forkastes H, ikke.

Alternativt:

p-veerdien bestemmes

o)

pi= J chipdf (2, x) dx = 0.5548912940
Qo

Da p > 0.05, forkaster vi ikke H).

Konklusionen er altsa, at pa baggrund af eksperimentet, kan vi ikke forkaste hypotesen om, t eksperimentet er i overensstemmelse med
arvelighedslovene
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13.11 Chi2-test for Goodness of Fit med Gym-pakken

Eksempel 1 (Terningkast)
Du har en mistanke om, at en af dine venner har en “falsk” terning.

Derfor har du i al hemmelighed noteret udfaldet af alle vedkommendes kast med terningen gennem en hel aftens spil med dette
resultat

udfald 1 2 3 4 5 6

antal 5 4 5 6 5 13

Giver dine observationer anledning til at din mistanke bestyrkes?
Lesning:

Vi formulerer forst 0-hypotesen

H,: Terningen, der kastes med, er en agte terning.

som vi vil teste pd signifikansniveau 5%.
De observerede vardier indtastes i obs:
obs = [5,4,5,6,5,13]
obs = [5,4,5,6,5,13] (13.31)

og de forventede verdier beregnes under forudsetning af H,:

forv == [%$6]-38.

forv := [6.333333333, 6.333333333, 6.333333333, 6.333333333, 6.333333333, (1332)
6.333333333] '
with(Gym) :
chi2GOFtest (obs, forv, size = [350, 350 ])
XZ -teststorrelse = 8.7368
Frihedsgrader = 5
Kritisk veerdi = 11.070

p-verdi = 0.12003
0.20

0.15 1
¥ 0.10

0.05
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Da teststerrelsen Q =8.7 er mindre end den kritiske veerdi k£ =11.07 , forkaster vi ikke H,.
Alternativt:

Da p-verdien p =0.12 er storre end signifikansniveauet pa 5%, forkaster vi ikke H,.

Eksempel 2 (M&M's)

Ifolge M&M's hjemmeside er farvefordelingen i M&M Milk Chocolate denne

farve Brun Gul Rod Orange | Gron Bla

procentdel 13 ¢4 14 % 13 % 20 % 16 % 24 %

For undersoge dette har en amerikaner ved navn Josh Madison indkebt et karton M&M's med 48 pakker og optalt disse. Der var i alt
2620 stk.

Han observerede folgende:

farve Brun Gul Rad Orange | Gron Bla

antal 371 369 372 544 483 481

Test pa niveau 5%, om Josh Madisons observationer folger samme fordeling som den, der er oplyst af M&M's.
Lesning
Vi formulerer forst O-hypotesen:
H),: Josh Madisons observationer folger den fordeling, der er oplyst af M&M's
som vi vil teste pd signifikansniveau 5%.
De observerede vardier indtastes i obs:
obs = [371, 369, 372, 544, 483, 481 ]
obs = [371,369, 372, 544, 483, 481 ] (13.33)

og de forventede verdier beregnes under forudsetning af H,:

forv == [0.13, 0.14, 0.13, 0.20, 0.16, 0.24 ]-2620.

Sorv == [340.60, 366.80, 340.60, 524.00, 419.20, 628.80 | (13.34)
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with(Gym) :
chi2GOFtest (obs, forv)

XZ -teststorrelse = 50.835
Frihedsgrader = 5
Kritisk veerdi = 11.070

p-veerdi = 9.3478 10
0.20 1

0.15 -
¥ 0.10 A

0.05 1

0 T T T 1 1
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Vi ser, at teststorrelsen Q =50.83 er langt storre end den kritiske veerdi £ =11.07 , sa vi forkaster nulhypotesen.

Alternativt:

Da p-verdien p =9.3- 107" er mindre end signifikansniveauet pa 5%, forkaster vi H,.

Eksempel 3 (Krydsning af tomatplanter)

Ved krydsning mellem to typer tomatplanter forventes, at halvdelen af afkommet vil fa gule blade og halvdelen vil fa grenne blade. I et
forseg fandt man, at 671 ud af i alt 1240 kimplanter har genne blade og 569 har gule blade.

Kan denne forskel tilskrives tilfaeldigheder?
Lesning
For at teste om forskellen mellem det forvetede og det observerede skyldes tilfeeldigheder, tager vi udgangspunkt i 0-hypotesen

H,: Det observerede folger den forventede fordeling
og vi vil teste denne hypotese med signifikansniveau 5%
De observerede verdier indtastes i obs:
obs = [671, 569 ]
obs = [671, 569 | (13.35)
og de forventede verdier beregnes under forudseatning af Hj:
forv == [0.5,0.5]-1240

SJorv == [620.0, 620.0 ] (13.36)
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with(Gym) :
chi2GOFtest (obs, forv)

XZ -teststorrelse = 8.3903
Frihedsgrader = 1
Kritisk veerdi = 3.8415
p-veerdi = 0.0037722
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Vi ser, at teststorrelsen Q = 8.39 er langt storre end den kritiske veerdi £ =3.84 , sd vi forkaster nulhypotesen.

Alternativt:

Da p-verdien p =0.0037 er mindre end signifikansniveauet pa 5%, forkaster vi H,.

Eksempel 4 (Krydsning af blomster)

I et eksperiment krydser en studerende lyserede blomster med hinanden. Ifelge arvelighedslovene skulle det forventede resultat
vere 25 % rade, 50 % lyserede og 25 % hvide. Resultatet af eksperimentet blev 236 blomster, der fordelte sig pa farverne som vist i
tabellen:

rod lysered hvid
hyppighed 66 115 55

Formuler en konklusion, den studerende kan skrive i sin rapport, ndr der anvendes et signifikansniveau pa 5 %?
Lesning

Vi skal teste hypotesen
H, : Resultatet af eksperimentet er i overensstemmelse med arvelighedslovene
Vi starter med at indtaste de observerede verdier:

obs = [66, 115,55] = [66, 115, 55 ]

og de forventede verdier beregnes under forudsetning af H,:

forv == [0.25, 0.5, 0.25]-236 = [59.00, 118.0, 59.00 ]
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with(Gym) :
chi2GOFtest (obs, forv)

X2 -teststerrelse = 1.1780
Frihedsgrader = 2
Kritisk veerdi = 5.9915
p-veerdi = 0.55489
0.20 7

0.15 A
¥ 0.10 1

0.05 -

0 T T 1
0 5 10 15
t

Da teststorrelsen O =1.178 er langt mindre end den kritiske veaerdi £ =15.99 , forkaster vi ikke H,.
Alternativt:

Da p-veerdien p =0.55 er storre end signifikansniveauet pa 5%, aforkaster vi ikke H,.
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