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1 Losning af ligninger i Maple
1.1 Solve-kommandoen og farstegradsligninger

Hvis du vil lgse en konkret ligning som fx 3x+5 =7, sa kan du veelge mellem

1.1.1 Metode 1 (kontekstmenuen)

Med markeren efter placeret efter ligningen (indtastet i Math-mode) valger du Solve i kontekstmenuen (sidepanelet til hojre) og
derefter Solve i den liste, der kommer frem:

3Ix+5=1

Solve

Isolate Expression for >
Numerically Solve

Numerically Solve (w/complex)
Numerically Solve from point
Obtain Solutions for >
Solve

Solve (explicit)

Solve (general solution)

Solve for Variable >

3x+5=7 2% |x=%}

Hvis du vil lgse en symbolsk ligning pa denne form, sa gar det galt

ax+b=0225 {a=a,b=—ax,x=x}

Maple ved jo ikke, hvad der er den ubekendte.

Laeg marke til de krollede parenteser: det er Maples made at handtere mengder pd: Lesningen indeholder 3 elementer ( i dette tilfeelde
ligninger): a =a, b =—a-x og x =x. Det skal forstds som en parametrisering af lasningen, hvor a og x kan antage vilkarlige
veerdier, mens b er fastlagt som produktet —a-x.

Du er her nedt til at fortaelle Maple, hvilken variabel du vil lese med hensyn til. Det gor du som ovenfor, men valger i stedet Solve for
Variable > x i listen:

Solve

As Identity
Isolate Expression for »
Obtain Solutions for >
Solve

Solve (explicit)

Solve (general solution)
Solve for Variable >

*x O W



2 + Losning af ligninger i Maple

a-x+b=0 solve tor x sz_é
a

— eller du kan i listen vaelge Obtain Solution for > x:

solutions for x
a-x+b=0
a

athaengigt af, hvordan du vil have lgsningen prasenteret.

Endelig kan du benytte Isolate Expression for > x:

1solate tor x b
ax+b=0 — x=——
a

Du skal dog vaere meget forsigtig med den sidste, idet den kun giver én lgsning. Det er intet problem her, men kan vere det i andre
sammenhange, hvor der er flere lasninger

1.1.2 Metode 2 (solve-kommandoen)

Her skriver du kommandoen (i en Math-mode)
solve(3x+5=17)
2 (1.1)
Hvis du vil lese en symbolsk ligning pa denne form, s& gar det galt
solve(a-x + b=0)
{a=a,b=—ax,x=x} (1.2)

Maple ved jo ikke, hvad der er den ubekendte. Du er nedt til at forteelle Maple, hvilken variabel du vil lese med hensyn til (her x) :
solve(a-x +b=0,x)

_b (1.3)
a

Du kan fa skrevet resultatet som en mangde ved fx at tilfgje mangdeparenser omkring de ubekendte:
solve(a-x + b=0, {x})

{x — ] (1.4)

a

1.1.3 Metode 3 (smart popup)
Indtast ligningen og afslut med Enter
3x+5=7

3x+5=7 (1.5)

Marker 5-tallet i ligningen, og hold markeren over 5-tallet:

3x+5=7



3« Losning af ligninger i Maple

Alleroverst i sidepanelet til hajre ser du, at Maple foreslar at treekke 5 fra pa begge sider af ligningen. Resultatet af dette vises ogsa
med smat):

Subtract
jx=2

ix+5=7
Klik pa Subtract - knappen for at acceptere. Maple svarer med
3x+5=17

3x+5=7 (1.6)
subtract 5 trom both sides
3x=2 1.7)

Divide
=3
Ix=2
Herefter har du lesningen:
3x+5=7
3x+5=7 (1.8)
subtract 5 trom both sides
3x=2 (1.9)
divide both sides by 3
2
== 1.10
x=3 (1.10)

Hvis du vil lese en symbolsk ligning pa denne form, sé gér det let og smertefrit. Indtast ligningen, tast Enter og marker x:

ax+b=0
ax+b=0 (1.11)
Divide lsolate
ax+hb=0
Vealg Isolate, og ligningen er lost
ax+b=0
ax+b=0 (1.12)
1solate tor x
b
xX=——



4 + Losning af ligninger i Maple

Du kan naturligvis isolere a og b tilsvarende.

Til mere komplicerede ligninger kan denne metode ikke anbefales!

1.2 To ligninger med to ubekendte

Skal du lgse et system af to ligninger med to ubekendte, fx

3x+4y=—2
6x+y=10

kobler du de to ligninger sammen med { , } i solve-kommandoen:
solve({3x +4y=—3,6x+y=5}, {x,y})

23 11
=2 y=—_— 1.13
X=27Y 7} (1.13)
- s& simpelt kan det gores!
Faktisk kan du ngjes med skrive
solve({3x +4y=—3,6x+y=5})
23 11
=22 = 1.14
X=75Y 7} (1.14)

idet der her kun er to variable, nemlig x og y. Hvis der indgér flere variable, skal du fortalle Maple, hvilke variable, der skal leses med
hensyn til — og det er netop det, du ger, ved at indtaste {x, y}.

Du kan ogsd lese to ligninger med to ubekendte ved at skrive de to ligninger med et komma imellem, klikke og blot vaelge Solve >
Solve i kontekstmenuen

3x+4y=-3,6x+y=5"5 x=%,y=— 171 }

1.3 Ingen Igsninger eller uendeligt mange lgsninger

Ingen lesninger:

Har en ligning eller et ligningssystem ingen lasninger — eller kan Maple ikke finde nogen — sé returneres ingenting: Mere pracist den
tomme udtryksfelge returneres (NULL).

solve(3x —4=3x+5,x)
OBS: Bruger du funktionen nulpunkter fra Gym-pakken, sé kan du se, hvis der ingen lgsning er:
with(Gym) :
nulpunkter (3 x —4=3x +5)
[] (1.15)

Alternativt kan du klikke pa ligningen og velge Gym > Solve > nulpunkter i kontekstmenuen:

[]

nulpunkter

3x—4=3x+S5



5 « Losning af ligninger i Maple

Uendeligt mange losninger:
solve(3x+4=3x+4,x)
x (1.16)

Her returnerer Maple blot x. Det skal forstds pa den made, at alle x er lesninger til ligningen. Méaske er det nemmere at se, hvis vi
setter krollede parenteser om x:

solve(3x +4=3x + 4, {x})
{x=x} (1.17)

Et eksempel pa et ligningssystem med uendeligt mange lgsninger er

3x+2y=-2
6x+4y=—4

solve({3x+2y=—2,6x+4y=—4}, {x,y})

x=x,y=—3—x—1} (1.18)

Dette skal tolkes pa den méde, alle lesninger kan udtrykkes som talpar pa formen (x, - % x—1 ) , hvor x kan valges frit.
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1.4 Andengradsligninger

1.4.1 Losning med solve
Hvis diskriminanten d > 0, gar lgsning af en andengradsligning helt af sig selv (klik og veelg Solve > Solve i kontekstmenuen):

6x°+7x—5=0 "5 {x=%], {x=—%}

Hvis diskriminanten d = 0, bliver losningen skrevet to gange:

X =2x+1=0 5% (x=1}, {x=1}

Almindeligvis er det ligegyldigt, men hvis det irriterer dig at se samme losning skrevet flere gange, sa kan du undgé dette ved at tilfoje
en option i solve-kommandoen

solve(x* — 2 x + 1 =0, {x}, DropMultiplicity = true )
{x=1} (1.19)

Hvis diskriminanten d < 0, har ligningen ingen reelle losninger, men alligevel finder Maple to (komplekse) lasninger:

At

¥ 4x+2=022 ix=

_ 1
2
Du kan undga de komplekse lgsninger pé flere mader. Det bedste i forbindelse med andengradsligninger er, at du ferst finder

diskriminanten. Hvis denne er negativ, konkluderer du, at der ingen reelle losninger findes, og undgér herved at bruge solve.

discrim (x* + x +2,x) = =7

Laeg maerke til, at det kun er andengradsudtrykket du kan indszette i discrim — indsatter du ligningen, sa far du en fejl. Inden du
indseetter, skal du altsé serge for, at andengradsligningen er pa standardformen med 0 pa hejresiden.

1.4.2 Logsning med nulpunkter

Det er nemmere at benytte kommandoen nulpunkter fra Gym-pakken, idet den ikke returnerer komplekse lgsninger.

Laeg marke til, at hvis Gym-pakken er indlaest, sé vil du se et forslag efter ud har tastes nul':

nulpunkter

nul]

tast ESC for at godkende forslaget.
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with(Gym) :

nulpunkter (6 x> + 7x —5=0) = [—%, %}

og hvis der kun er én losning

nulpunkter (x* —2x +1=0) = [1]

og endelig, hvis ingen lgsninger er:

nulpunkter (x> + x +2=0) =[]

I stedet for at bruge kommandoen nulpunkter, kan du klikke pé ligningen og velge Gym > Solve > nulpunkter i kontekstmenuen:

Gym

' Solve > | jntervalsolve
Lem-handa

intervalsolve (numerisk)

Manipulat |
Map Com
Move to F

nulpunkter
nulpunkter i interval
Negate Re

— reelSolve
Right-hanu Giues

nulpunkter

6x>+7x—5=0

nulpunkter (numerisk)

nulpunkter i interval (nurmerisk)

_3 L}
372

>



2 Variabler i Maple

2.1 Navngivning

I Maple kan du navngive stort set hvad som helst — og siden hen benytte navnet som reference. Der er dog et par helt grundlaggende
regler, der skal overholdes:

1. Navnet skal starte med et bogstav.
Det betyder ikke noget, om det er et stort eller et lille bogstav, og det ma sdmaend ogsa gerne vare et grask bogstav. Det er vigtigt
at bemerke, at Maple skelner mellem store og smé bogstaver.

2. Reserverede kommandoer mé ikke benyttes.
Maple gor opmaerksom pé dette med fejlmeldingen (i lysereadt)
'Error, attemting to to assign to ‘<name>" which is protected'
Det kan du reparere ved at definere din variabel som lokal.

2.2 Definition af en variabel mm.

Navngivning sker med := (eller ved at benytte Assign to a Name fra kontekstmenuen).

Vil du fx definere en variabel a med vardien 7, sa skriver du

a:=17
a="717 2.1)
Og forst nér du taster Enter, defineres variablen.
Du kan folge dine variabler i paletten Variables:
W Variables
Variable A Value
n a 7

oo | & | Y

Hvis du endrer verdien af a, vil det straks kunne ses i Variables-paletten. Prov fx i definitionen ovenfor at endre veerdien af a til 8
— husk, at variablen ikke er defineret for du afslutter med Enter.

Herefter skulle Variables paletten gerne se sadan ud:
W Variables

Variable A Value
n a 8

oo & | Y

Definer nu variablerne b og ¢ ved (nedenfor gar vi ud fra, at du har eendret veerdien af a til 8):
b:=15

b:=15 2.2)
c'=a+b

c:=13 (2.3)
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og folg med i, hvad der sker i Variables paletten.

Provi (2. 1) at endre verdien af a til fx 10 (husk at taste Enter for at genberegne), og hold gje med Variables-paletten. Du vil se,
at veerdien af @ @ndres, men ikke vaerdien af ¢. Det sker forst, nir du genberegner linje ( 2. 3) .

W Variables
Variable Value
n a 10
nhbo 5
nec 13

oo  ® | Y

Hvis du endrer i en definition af en en variabel, er det meget vigtigt, at du far opdateret alle definitioner og beregninger, der er
afheengige af den andrede variabel. Her er et par fif til, hvordan du sikrer dette:

1. Er det blot et par enkelte definitioner og beregninger, der er afhengige af @ndringen, er det hurtigste at genberegne de enkelte
udtryk ved at klikke pa dem og taste Enter.

2. Er der flere definitioner og beregninger i et afgreenset omrade, der er athangige af endringen, markeres hele omréadet, og der
|
trykkes pa knappen e som du finder i Home-fanebladet.

3. Er der mange @ndringer spredt i arket, vil en genberegning af hele arket vaere det hurtigste. Tryk pa
1]

worene hurtigste. Tryk pa I“ .
Execute
Worksheet

2.3 Rens en variabel

Hvis a har en veerdi og du prever at lgse en ligning som fx 3 @ + 5 =7 ved hjzlp af Solve i kontekstmenuen, vil du opdage, at Solve
slet ikke dukker op i kontekstmenuen.

For at kunne lose denne ligning er du nedt til at rense a, dvs. serge for, at a ikke har nogen veerdi tildelt:

Hojreklik (mac: ctrl+klik) pad a i Variables paletten og vaelg Unassign i menuen:
¥ Variables

Variable A Value

=23 3

a

b Find

¢ View

oo Hide
Filter...

> Matri jnassign

P Units Add...

P Layol

- Greel

- Comy

e Temle



10 < Variabler i Maple

a er herefter ikke l&ngere med pa listen, og kan benyttes som formel variabel (dvs. en variabel, som ikke har nogen vardi).

Vil du have det til at fremga af dit dokument, at du har renset variablen a, er kommandoen
a:='a'

a‘=a 2.4)
eller
unassign ('a")
hvor du ogsa kan angive flere variabler, der skal renses, ved
unassign ('a','b','c")
Du kan rense alle variabler pa én gang:

Klik pa den ferste variabel i Variables paletten og Shift+klik pa den sidste, sa alle variabler er markerede. Hgjreklik i det markerede
(mac: ctrl+klik), og veelg unassign fra menuen.
©

Restart
Du kan ogsa rense alle variabler i dit dokument ved at trykke pa knappen Kemel | i Home-fanebladet, eller ved at bruge kommandoen

restart . | begge tilfelde renses alle variabler (indlaeste pakker skal genindlaeses).

2.4 Indeks pa variable

Du kan lave indeks pa variabler pa to méder:
literal indeks:

Hvis du ensker, at indekset skal vere en del af variablens navn, fx vy, hvor 'start' stdr med senket skrift, s& skal du benytte et sdkaldt
literal index, og det kommer til at se sddan ud (med veardien 5 tildelt):

Vstart = 5

Vstart = 5 (25)
Til at skrive v,,, kan du enten benytte skabelonen i Expressions paletten “: eller benytte genvejen v__ start, hvor __ er to gange
understreg.

Selvom start er navnet pa en variabel med en veerdi tildelt, kan du alligevel definere vy

start == 1

start == 1 (2.6)
vstart = 5

Vstart *= 5 (27)
vektorindeks:

Hvis du fx har en liste defineret ved

L = [57 6) 77 8]
L:=[5,6,7,8] .8)
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- og du gerne vil have fat pa det 3. element i listen, s& skriver du
Ly

7 2.9)
Her er indeks (altsé 3-tallet) lavet med skabelonen @, i Expressions paletten.
Der findes ogsa her en genve;j:

Pé en pc laves indekset med Ctrl+(Shift)+ (du skal have 3 taster i sving for at lave indekset: Hold Ctrl og Shift nede samtidigt og tryk
pa _ tasten).

Pé en mac taster du i stedet cmd-+alt+B, hvor du holder cmd- og alt-tasten nede og trykker pa B-tasten.

Hvis du tildeler en veerdi til L;, sé vil vaerdien af L andres tilsvarende

Ly =10
L= [5,6,10, 8] (2.10)
L
[5,6,10,8] (2.11)
Hvis du prever at navngive som under literal indeks:
start == 1
start == 1 (2.12)
Lyare
5 (2.13)

Her bliver start beregnet til 1, og det forste element i tabellen L udskrives.

Prov s med
leut
[5,6, 10, 8, (2.14)

Her har s/ut ikke nogen verdi tildelt, men skulle det for eller siden fa en vaerdi, sa ved Maple hvad den skal gere.

Lag mearke til, at L bliver beregnet og indsat i udtrykket L, .
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2.5 Brug af indeks

Du kan navngive mangt og meget i Maple — fx ligninger. Her benytter vi navnene lign, og lign, for de to ligninger (og literal index er
benyttet):

ligny=3x+5y=17

lign, =3x+5y=17 (2.15)
lign, =—2x+1y=12
lign, = —2x+y=12 (2.16)
solve ( {lign,, lign,}, {x, y})
53 50
=—_"= =" 2.17
{x 1377713 } @17
Du kan ogsé navngive lgsningen, fx:
L := solve ( {lign,, lign,}, {x, y})
53 50
= _33 _50 2.18
{x 1377 13 } @18)

L
P (2.19)

Tag et kig p& Variables-paletten for at se, hvordan variabler, navngivne ligninger og en losningen er reprasenteret.

¥ Variables
Variable A Value
{ L {x =-53M13, ...
= lign__1 Ix+Dy =7
= |lign__2 -2*x+y = 12
N start 1
n |v__start ]

oo @ ® | Y

Piktogrammerne i venstre side kan tolkes som: n en numerisk variabel, {} en mengde og = en ligning.



3 Reduktion af udtryk

3.1 Saml led med collect

Maple reducerer visse udtryk helt automatisk. Det gaelder fx taludtryk:

1 2
2 5 >

59
10

Men ogsa visse symbolske udtryk - fx
4-a+3b—T7(a+b)=—3a—4b

men i udtrykket (hvor vi i ovenstdende udtryk har erstattet 4-tallet med et &, sker der kun noget med b 'erne — ikke med a 'erne (husk at

skrive et gangetegn mellem k og a, ellers opfatter Maple ka som en vatiabel):
kka+3b—T7(a+b)=ak—T7a—4b

I dette udtryk kan a jo sattes uden for en parentes, altsd (k — 4)-a — 4 b, men det gor Maple ikke automatisk. Og det er ikke helt

klart, hvad man skal gere for at fa Maple til at samle a'erne.
Klik pa udtrykket:
k-a+3b—"7(a+0b)
ka—T7a—4b (3.1

Sé& kommer en kontekstmenu med en liste over alt, der er relevant at gere ved udtrykket. Veelg her Collect >a

Collect
a |rentiate
p late ata Point
g Or

k-a+3b—7(a+b) =" (k=7)a—4b

3.2 Gang ind i parenteser med expand

Maple vil automatisk gange visse parenteser ud — fx hvis der star tal foran, og automatisk reducere udtrykket mest muligt
3(a+b)+7(a—4b)=10a—25b

Dette sker ikke i et udtryk som fx

(5a+2b)-(a—b)=(5a+2b)(a—0>)

Her skal du hjlpe til.

Klik pa udtrykket og veelg Expand i kontekst-menuen. Sa vil parenteserne blive ganget ud:

Expand

Expand
Holding Unexpanded

expand

(5a+2b)-(a—0b) 54 —3ab—-20

13
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3.3 Saet uden for parentes med factor

Hvis du vil have a sat uden for parentes i udtrykket a + a-b, skal du bruge Factor fra kontekstmenuen:

tactor

a+ab = a(b+1)
Factor er uhyre effektiv, og kan klare nasten enhver faktorisering.

Lad os preve, om vi kan komme tilbage i udregningen vi lavede under expand:

expand

(5a+2b)-(a—0b) 5 —3ab—-20

5a°—3ab—2b""F" (5a+2b) (a—b)

— og det gik da meget godt.

3.4 Seet pa faelles brgkstreg med simplify

Simple breker — herunder talbraker — reduceres automatisk:

+ =

a _a_>Sa

2 3 6

Men der er ingen automatisk reduktion i et udtryk som
1 1

_ + J—
a b

Hvis du vil have brakerne sat pa felles brekstreg skal du fx bruge Simplify > Normalize fra kontekst-menuen:

Simplify

Assuming Integer

Assuming Mon-negative

Assuming Positive

Assuming Real

Assuming Real Range

Constant

MNormalize

Normalize Expanded

Power

Simplify

Size

Symbolic

With Side Relations...
1 1 rnomawe b +a

PR ba

Simplify > Simplify ville vare et oplagt valg her, men virker ikke her, idet udtrykket pa heresiden er faktisk mere kompliceret end det

oprindelige udtryk. Nok er der kun én brek pa hgjresiden, men skal der indsattes konkrete veerdier for a og b, skal der kun foretages
2 indsattelser i venstresiden, mens hejresiden kraever 4 indsettelser. I den forstand er venstresiden simplere.
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3.5 Reduktion af eksponenter med simplify

Simple taleksponenter bliver reduceret automatisk, som fx i

a a
2 2
xa bx B xa bx
2 - 2
xc'y xcy
Klik pa
a
2
x*yPx
2
x°y

og veelg Simplify > Power i kontekst-menuen

Simplify

Assuming Integer
Assuming Non-negative
Assuming Positive
Assuming Real
Assuming Real Range
Constant

Normalize

MNormalize Expanded
Power

Simplify

Size

Symbolic

With Side Relations...

Sa vil alle (nzsten da) potensregneregler vaere tilgeengelige:

a

xa_ b-x2 simplity power 5 _ 2 — ¢
2 = y

4

x%y
Prover du Simplify > Power pa udtrykket
(x-y)°

sker der ingen ting. Prov!

Her gelder jo reglen, at (x-y)°=x°-y°, men du skal huske p4, at her kreeves, at x > 0 og at y > 0. Veelger du i stedet Simplify >

Assuming Positive, sa sker der noget!

¢ assuming positive c ¢

(xy) —————x%y



4 Rentesregning

4.1 Renteformlen

Til simpel kapitalfremskrivning benyttes renteformlen

K=Ky (1 +7r)"

— hvor

K er slutkapitalen

K, er startkapitalen

r er renten (skrevet som et decimaltal — uden brug af %-tegnet)
n er antallet af terminer.

Hvis vi i renteformlen kender 3 af starrelserne K, K, r og n, kan vi beregne os frem til den sidste. S& i princippet kan opgaver i
renteformlen varieres pa 4 mader. Nedenfor er der eksempler pa disse:

4.1.1 Eksempel 1 (K bestemmes)

500 kr. indsaettes pa en konto til 3% pr. termin.

Hvad er belebet vokset til pa 12 terminer?
Vi indsaetter i renteformlen: K er den ukendte sterrelse, K, =500, r=0.03 og n=12.
K=500-(1 + 0.03)"
K =1712.8804435 (4.1)

Altsé vil der sta 712.88 kr. pé kontoen efter 12 terminer.

4.1.2 Eksempel 2 (Ko bestemmes)

Et beleb er pa 24 terminer vokset til 4998.90 kr. Renten har veret 5% pr. termin.
Hvor stort et belgb blev oprindeligt indsat?

Her er K|, er den ukendte storrelse, K =4998.90 , » =0.05 og n =24.

Vi satter ind i renteformlen:

solve

4998.90 =Ky (1 + 0.05)* == (K, =1549.998477 }

Der blev oprindeligt indsat 1550 kr.

16
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4.1.3 Eksempel 3 (r bestemmes)

Et belob pa 6500 kr. er vokset til 11402.48 kr. ved 20 rentetilskrivninger.

Hvad har renten veeret?

Her er r er den ukendte storrelse, K =11402.48 , K, =6500 og n=20.

Vi setter ind 1 renteformlen:

solve

11402.48 =6500- (1 + r)* —2.028500005 , 0.02850000496

Her vil brug af Solve > Solve, udover den enskede lgsning, returnere en masse snask. Det skyldes, at Maple lever i en sterre verden

end vi kender til, s& for at undga den slags, sa bruger vi her Solve > Numerically Solve.

Hvis du foretreekker at skrive det med en kommando, sa er syntaksen

feolve (1140248 = 6500 - (1 + 7)%°)

—2.028500005 , 0.02850000496

4.2)

Vi fér to lesninger ud, hvor den negative umiddelbart kan ignoreres. S& konklusionen er, at renten har vaeret 2.85%.

4.1.4 Eksempel 4 (n bestemmes)

1000 kr. er vokset til 2025.82 kr. ved et antal rentetilskrivninger p& 4%.

Hvor mange rentetilskrivninger er der foretaget?

Her er n er den ukendte storrelse, K =2025.82 , K, =1000 og »=0.04 .

Vi saetter ind i renteformlen:

solve

2025.82 =1000- (1 + 0.04)" — {n =18.00004386 }

Der har saledes veret 18 rentetilskrivninger.
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4.2 Annuitetsformien

Til beregning af slutbelobet ved en opsparing har vi annuitetsformlen:

(1+7r)"—1
r

A=y-
— hvor
A er sluttbelgbet

y er indbetalingen pr. termin

r er renten (skrevet som et decimaltal — uden brug af %-tegnet)

n er antallet af terminer.

Hvis vi i annuitetsformlen kender 3 af storrelserne 4, y, ¥ og n, kan vi beregne os frem til den sidste. Sé i princippet kan opgaver i
annuitetesformlen ogsé varieres pa 4 mader. Nedenfor er der eksempler pa disse:

4.2.1 Eksempel 1 (A bestemmes)

Pé en konto indsettes hver maned 500 kr. i 4 ar. Den ménedlige rente er 1.25%.

Hvor meget star der pa kontoen efter 4 ar?
Herer y =500, r=0.0125 og n=48. Vi satter ind i nnuitetsformlen

(14 0.0125)*® —1

4=300- 0.0125

A=32614.19412 (43)

P4 kontoen star der efter 4 ar belebet 32614.19 kr.

4.2.2 Eksempel 2 (y bestemmes)

Hvor stor skal indbetalingen vare, hvis renten er 8% pr. termin, antallet af indbetalinger er 30, og saldoen skal veere 500000 kr. efter
sidste indbetaling?

Her er 4 =500000, »=0.08 og n =30. Indbetalingen y er den ukendte starrelse her. Vi skal lgse en ligning:

(1 4+0.08)°—1 sowe
0.08

500000 = y- {y=4413.716694 }

Dette viser, at du skal indbetale 4413.72 kr. pr. termin.
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4.2.3 Eksempel 3 (r bestemmes)

Et beleb pa 5000 kr. opspares ved 24 manedlige indbetalinger pa 200 kr.

Hvad er den ménedlige rente?

Herer A =5000, y =200 og n=24. Ligningen, vi skal lgse, volder problemer for Solve > Solve, sa benyt Solve > Numerically
Solve:

24
5000 =200 - (1 + r) 1 solve

0.003530086202

Dvs., at den manedlige rente er ca. 0.35%

4.2.4 Eksempel 4 (n bestemmes)

Hvor lang tid tager det at spare 100000 kr. op ved en manedlig indbetaling p& 3000 kr. og en méanedlig rente pa 0.5% ?
Her er 4 =100000, y=3000 og »=10.005 .

(14+0.005)" =1 sove , _
0.005 =2, {(n=30.90714724 }

100000 = 3000 -

Altsé ca. 31 maneder.



20 + Rentesregning

4.3 Gaeldsformlen

Formlen til beregning af geeldsafvikling er denne

— hvor
G er den gaeld, der skal afvikles (hovedstolen)

y er ydelsen pr. termin
r er renten (skrevet som et decimaltal — uden brug af %-tegnet)

n er antallet af terminer.

4.3.1 Eksempel 1 (G bestemmes)

Hvor dyr en bil kan man kebe, hvis man er i stand til at betale 3000 kr. hver mé&ned i 8 &r og renten er 0.5% pr. méned?

Herer y=3000, r=0.005 og n=96.

1 — (1 +0.005)"%
0.005

G =3000 -

G =228285.6548

Sa der kan lanes 228286 kr.

4.3.2 Eksempel 2 (y bestemmes)

Et 1&n pa 500000 kr. med en terminsrente p& 6% skal afvikles over 30 terminer.

Hvor stor en ydelse skal der betales?
Her er G =500000, »=0.06 og n =30

1—(1+006)"% e
0.06

500000 =y- {y =36324.45575 }

Der skal altsé betales 36324.45 kr. pr. termin.

(4.4)
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4.3.3 Eksempel 3 (r bestemmes)

Et 14n pa 4295 kr. skal afdrages over 24 maneder med en ydelse pa 256 kr. pr. méned.

Hvad er den ménedlige rente ?

Herer G =4295, y =256 og n =24. Ligningen, vi skal lgse, volder problemer for Solve > Solve, sé benyt Solve > Numerically
Solve:

4295 =256 L

_ 24
(lj r) sove . ),03087315801

Den manedlige rente er omkring 3.1%.

4.3.4 Eksempel 4 (n bestemmes)

I forbindelse med keb af en ny bil til 350.000 kr vil man gerne vide, hvor mange méneder der skal afdrages pé lanet, nar man er i stand
til at betale 3500 kr. pr. méned og renten er 0.45% pr. méned

Her er G=350000, y=3500 og r=0.045 .

1 — (14 0.0045)"

solve _
0.0045 — {n=133.1513616 }

350000 =3500 -

Der skal afdrages i 133 maneder, hviket er 11&r og en méned.
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4.4 Afvikling af geeld - amortisering

Nér man opretter et lan i banken, er banken forpligtet til af fremstille en oversigt, der termin efter termin viser, hvad der betales i rente,
hvad der betales i afdrag og endelig, hvad restgaelden er,. Det kan blive en ganske omfattende oversigt, specielr hvis der er tale om
manedlige ydelser.

Lad os se et eksempel pa, hvordan séddan en tabel laves:
Vi opretter et 1an pa 100000 kr. til en rente 0.7% pr termin, og vi skal hver termin betale en ydelse pa 1500 kr..

Ved afslutningen af forste termin skal vi betale den ferste ydelse. Med denne ydelse betaler vi de renter, der bliver tilskrevet, og det,
der métte vaere tilbage er et afdrag pa lanet.

100000 -0.007 = 700.000
Ydelsen i hver termin er 1500 kr., sd nar renterne er betalt, er der 800 kr. tilbage til afdrag. Restgaelden er sdledes 99200 kr.

99200 -0.007 = 694.400 1500 — 649.40 = 850.60 99200 — 850.60 = 98349.40

Alt dette kan organiseres pant i en tabel — og hertil er i Gym-pakken kommandoen amort, der klarer dette pa et gjeblik. Med vores
eksempel vil det se sadan ud:

with( Gym) =

amort( 100000, 1500, 0.7) :
Termin Rente Afdrag Balance
0 0 0 -100000 100000
1 1500 700.0000000 800.0000000 99200.00000
2 1500 §94.4000000 805.6000000 98394.40000
3 1500 688. 7608000 811.2392000 97583.16080
4 1500 683.0821256 816.9178744 96766.24293
5 1500 677.3637005 822.6362995 95943.60663
B 1500 671.6052464 828.3947536 95115.21188
7 1500 665.8064832 834.1935168 94281.01836
8 1500 659.9671285 840.0328715 93440.98549
9 1500 654.0868984 845.9131016 92595.07239

Med scroll-baren til hgjre kan du bladre ned og se, at lanet er afvikltet efter 91 terminer og i den sidste termin skal der kun betales
173.30 kr. 1 ydelse.

Der er flere kommandoer til laneafvikling i Gym-pakken. Hvis du fx vil vide, hvordan fordelingen mellem rente og afdrag ser ud i den
12. termin — og hvad restgelden er, s& er kommandoerne

renteAmort (100000, 1500, 0.7, 12) = 636.1980840
afdragAmort (100000, 1500, 0.7, 12) = 863.8019160

balanceAmort (100000, 1500, 0.7, 12) = 90021.63865



23 + Rentesregning

Med disse kommandoer kan du ogsé hurtigt regne ud, hvor meget der er betalt i rente fx i de forste 12 terminer:

renteAmort (100000, 1500, 0.7, 1..12) = 8021.638638

— og helt tilsvarende for de gvrige. Disse tal kan du ikke finde i tabellen.

4.5 Alle renteberegninger i én ligning - TVM

For at kunne introducere TVM-ligningen, skal vi have nogle andre ord til at beskrive de sterrelser, vi har brugt i rente-, annuitets- og
gaeldsformlen — og det er de ord, de 'rigtige' finansfolk benytter.

I renteformlen har vi skrevet K=K, (1 + 7)", hvor K| er startbelobet og K er slutbelgbet. Her vil vi indfere betegnelserne:

NV —nutidsverdien, fx det beleb vi setter til forrentning.

FV — fremtidsverdien, fx slutbelobet af et belab, vi har sat til forrentning.

Hermed ser renteformlen sadan ud:

FV=NV-(1 +r)"

Tilsvarende kan vi omforme annuitetsformlen, men ma skal forst have en ny betegnelse pd banen for ydelsen:
PMT — ydelsen (fra engelsk Payment)

Hermed ser annuitetsformlen sddan ud (NV =0, idet der star 0 kr. pd kontoen ved forste indbetaling):

FV=PMT- w

Tilsvarende med gaeldsformlen (her er V=0, idet hele galden skal afdrages)

NV = PMT- 1-0+r"

Endelig benyttes
R —renten i procent (uden procenttegn)

N — antal terminer.

Med disse nye betegnelser kan renteformlen skrives

R N
FV=NV'[1 + W)

og tilsvarende med de to andre.

TVM-ligningen ser sddan ud (du skal slet ikke bekymre dig om, hvordan man kommer frem til denne formel — og hvad B betyder):

R ¥ R YV 100 3
NV-(1+ 100] +PMT-[[1+ 100) —1)-[ 2 +B)+FV—0
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Der er en meget vigtig detalje ved denne ligning, vi lige skal se pa. Det gor vi ved undersege, om vi kan finde renteformlen i TVM-
ligningen:

I renteformlen er der ingen ydelser, s& PMT=0, gor TVM-ligningen meget simplere:

R

NV'(I +W

N
j + FV=0
men den matcher ikke ligningen:

R N
FV—NV'[I + W)

vi fandt ovenfor, men samler vi alle led pé venstre side, far vi

R N
—NV'(I + Wj + FV=0

sa begynder det at ligne. Dog er der et minus foran NV, som ikke er i TVM-ligningen. Underseger vi tilsvarende annuitetsformlen og
gaeldsformlen vii der ogsa i begge tilfaelde mangle et minus.

Det har man klaret med denne snedige vedtaegt:

at belob, du skal betale, skal indtastes som negative tal. Det er jo en udgift for dig.

Kommandoen, du skal bruge, ligger i Gym-pakken og hedder séimand TWVM. Som input til 7VM skal du angve vardierne af 4 af
variablerne NV, FV, PMT, R, N for at kunne bestemme den sidste.

I nedenstaende eksempler (som er precis de samme som de 12 eksempler, vi har lest ovenfor) vil syntaksen til 7VM kommandoen
blive helt klar.

4.5.1 Eksempler (med simpel kapitalfremskrivning)

with(Gym) :
NV —500 500 kr. indsettes pa en konto til 3% pr. termin.
4 Hvad er belgbet vokset til pa 12 terminer?
PMT |0
R 3
VM| =— PMT=0,R= =12
N 12 VM(NV =—500, 0, 3,N )
FV'=712.8804434 4.5)
Sé belabet er vokset til 712.88 kr.
NV Et belob er pa 24 terminer vokset til 4998.90 kr. Renten har vearet 5% pr. termin.
£V 4998.90 Hyvor stort et beleb blev oprindeligt indsat?
PMT |0
R 5
N 24 TVM(FV=4998.90 , PMT=0,R=5,N=24)

NV = —1549.998477 (4.6)
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NV —6500
Fv 11402.48
PMT |0

R

N 20

NV —1000
Fv 2025.82
PMT |0

R 4

N

Den negative losning betyder, at du skal betale 1500 kr.

Et beleb pa 6500 kr. er vokset til 11402.48 kr. ved 20 rentetilskrivninger.

Hvad har renten veeret?

TVM(NV =—6500, FV=11402.48 , PMT=0,N=20)
R =2.850000496 4.7

Renten har veeret 2.85%

1000 kr. er vokset til 2025.82 kr. ved et antal rentetilskrivninger pa 4%.

Hvor mange rentetilskrivninger er der foretaget?

TVM(NV=—1000, FV' =2025.82 , PMT=0, R =4)
N =18.00004386 (4.8)

Der har séledes vearet 18 rentetilskrivninger.

4.5.2 Eksempler (med opsparing)

NV 0

Fv

PMT | —500
R 1.25

N 48

NV 0

FV 500000
PMT

R 8

N 30

Pé en konto indszttes hver méned 500 kr. 1 4 &r. Den ménedlige rente er 1.25%.

Hvor meget star der pa kontoen efter 4 ar?

TVM(NV =0, PMT=—500, R =125, N=48)
FV=32614.19412 (4.9)

Pa kontoen star der efter 4 ar belpbet 32614.19 kr.

Hvor stor skal indbetalingen vare, hvis renten er 8% pr. termin, antallet af indbetalinger er 30, og saldoen
skal veere 500000 kr. efter sidste indbetaling?

TVM(NV =0, FV =500000,R =8,N=30)
PMT= —4413.716694 (4.10)

Dette viser, at du skal indbetale 4413.72 kr. pr. termin.
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NV |0

FV | 5000
PMT | —200
R

N 24

NV |0

FV | 100000
PMT | —3000
R 0.5

N

Et belab pa 5000 kr. opspares ved 24 ménedlige indbetalinger pa 200 kr.

Hvad er den manedlige rente?

TVM(NV =0, FV =5000, PMT =—200, N =24)
R =0.3530086202 4.11)

Dvs., at den ménedlige rente er ca. 0.35%

Hvor lang tid tager det at spare 100000 kr. op ved en manedlig indbetaling pa 3000 kr. og en manedlig
rente pa 0.5% ?

TVM(NV =0, FV = 100000, PMT =— 3000, R = 0.5)
N=30.90714724 “.12)

Altsa ca. 31 méneder.

4.5.3 Eksempler (med geeldsafvikling)

NV

Fv 0
PMT | —3000
R 0.5

N 96

Hvor dyr en bil kan man kebe, hvis man er i stand til at betale 3000 kr. hver maned i 8 &r og renten er
0.5% pr. maned?

TVM(FV =0, PMT=-—3000,R=0.5,N=96)
NV =228285.6547 (4.13)

Sa der kan lanes 228286 kr.
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NV 500000
FV 0

PMT

R 6

N 30

NV 4295
Fv 0

PMT | —256
R

N 24

NV 350000
Fv 0

PMT | —3500
R 0.45

N

4.6 Leasing

Et 1an p& 500000 kr. med en terminsrente pa 6% skal afvikles over 30 terminer.

Hvor stor en ydelse skal der betales?

TVM(NV =500000, FV=0,R=6,N=30)
PMT= —36324.45575 (4.14)

Der skal altsa betales 36324.45 kr. pr. termin.

Et 1an péa 4295 kr. skal afdrages over 24 méaneder med en ydelse pa 256 kr. pr. maned.

Hvad er den manedlige rente ?

TVM(NV = 4295, FV = 0, PMT =—256, N = 24)
R =3.087315801 (4.15)

Den ménedlige rente er omkring 3.1%.

I forbindelse med keb af en ny bil til 350.000 kr vil man gerne vide, hvor mange méaneder der skal
afdrages pa lanet, nir man er i stand til at betale 3500 kr. pr. maned og renten er 0.45% pr. maned

TVM(NV = 350000, FV = 0, PMT =—3500, R = 0.45)
N=133.1513616 (4.16)

Der skal afdrages i 133 maneder, hviket er 11ar og en méaned.

Ved leasingaftaler er der det specielle, at den forste ydelse skal falde ved leasingens start — i modsatning til almindelig laneafvikling,
hvor ferste ydelse forfalder i slutningen af 1. termin.

Desuden kan man lave leasingaftaler, hvor galden afdrages til en bestemt storrelse, som sé skal forfalde pa én gang ved

leasingperiodens opher.
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Det, at forste ydelse skal falde ved leasingens start, klares i TVM-ligningen ved at sette B =1. Som standard er B =0. I Gym-pakken
fungerer det ved, at man i stedet skriver start = true for at sikre, at ydelser betales i starten af en termin.

Leasingaftaler med restgaeld klares nemt ved at sette FV lig med den aftalte restgeeld — og ikke 0 som ved almindelig laneafvikling.

4.6.1 Eksempel (uden restgeeld)

NV 1000000 En leasingaftale indgés for en maskine med en anskaffelsespris pa 1000000 kr. over 60 méneder.
14 0 Hvor stor er den manedlige leasingydelse, nar den manedlige rente er 0.51% ?
PMT
R 0.51
N 60 TVM(NV = 1000000, FV =0, R =0.51, N = 60, start = true)
PMT= —19290.26877 (4.17)
start true

Den ménedlige leasingydelse er sdledes 19290.27 kr.

Vi kan godt klare denne udregning med den sadvanlige geeldsformel:

Da forste ydelse y falder i det gjeblik leasingaftalen indgas, er det faktiske belab, vi skal afdrage, 1000000 — y og perioden ma sé
vaere 59 terminer:

1—(140.0051)"%  sowe
0.0051

1000000 — y = y- {y =19290.26879 }

4.6.2 Eksempel (med restgeeld)

NV 1000000 En leasingaftale med en restveerdi pa 250000 kr. indgés for en maskine med en anskaffelsespris pa
Fv —250000 1000000 kr. over 60 méneder.

PMT Hvor stor er den ménedlige leasingydelse, nar den ménedlige rente er 0.51% ?

R 0.51

N 60 TVM(NV = 1000000 , FV =— 250000, R =0.51, N = 60, start = true)

start true

PMT= —15736.23207 (4.18)

Den manedlige leasingydelse er séledes 15736.23 kr.

Vi kan ogsa klare denne udregning med den seedvanlige geldsformel, men det er noget mere kompliceret her:

Umiddelbart kunne man tro, at vi blot kunne traekke den fremtidige restgaeld (250000) fra nutidsverdien (1000000) og regne séledes

1—(1+0.0051)"%  sowe
0.0051

1000000 — 250000 — y=1y- {y = 14467.70159 }
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men der gér ikke — vi kommer til at betale for lidt i ydelse. Vi skal huske pé, at de 250000 kr. treekker renter i hele leasingperioden, sa
vores restgeld bliver da ifelge renteformlen

K=Ky (1 +7r)"
K =250000 - (1 + 0.0051 )
K =339231.6682 (4.19)
Vi skal altsa i stedet sette K =250000 og finde K:
250000 =K, (1 + 0.0051)%° =25 (K, =184239.8745 }
Dvs., at vi skal traekke 184239.87 fra nutidsveaerdien:

1—(140.0051)"%  sowe

1000000 — 184239.87 —y=y- 0.0051

{y=15736.23217 }



5 Andengradspolynomier og andengradsligninger

5.1 Udforsk andengradspolynomiet med Explorer Assistant

Explore(plot(a-x* + b-x + ¢, x=—5 .5,y =—5..5), parameters = [a =—5 .5, b=—5 .5, ¢ =
—5..5], initialvalues = [a=1,b=0,c=0])

Tast Enter efter ovenstaende kommando (du skal ferst gere linjen aktiv ved at zendre indstillingen 'Nonexecutable Math' til
'Math' inden du taster Enter. Du skifter indstillingen med Shift+F5).

Sa vil dette vindue (med aktive skydere) komme frem:

5 0 5

b 0
5 0 5

¢ 0
5 0 5

Traek i1 skyderne, og folg ngje med i, hvad der sker med grafen.

Tip:

Hvis du vil studere, hvad der sker, hvis —1 < a < 1, sa kan du erstatte @ med % i ovenstdende kommando, og lade a -intervallet

1 lobe fra —10 til 10.
Skriver du blot kommandoen

Explore (plot(a-x* + b-x + ¢, x=—5.5,y=—5.5))

Fér du et vindue frem, hvor du selv kan indstille intervallerne for a, b og c. Du kan ogsa vaelge drejeknapper i stedet for skydepaneler.
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* Andengradspolynomier og andengradsligninger

5.2 Toppunktsbestemmelse

Til bestemmelse af toppunktet for en parabel har vi en formel, der stort set kun kreever korrekt afleesning af koefficienterne i

andengradspolynomiet og indsattelse i en formel.

Lad os se pé et eksempel — og vi tegner lige grafen inden vi gar i gang med toppunktsbestemmelsen:

fx)=2x*=3x+5

f:le—>2-x2—3~x+5 5.1
plot(f(x),x=—5..5,y=0..10, gridlines)
4_
2 -
T T T T I
—4 -2 0 2 4
Koefficienterne afleeses og vardierne tildeles variablerne a, b og c:
a=2b=-3;c:=5
a=2
b:= -3
c=35 (5.2)

Hvis du vil undga output fra disse tildelinger, kan du erstatte semikolon med kolon. Felg med i Variables paletten og tjek, at du far

dine variabler defineret.
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W Variables
Variable A Value
na 2
nb -3
nc 5
e f R o= 2°xN2-3...

o | ® | VY

Herefter kan d beregnes, og alt er klar til at blive puttet ind i formlen:

d:="b"—4-ac=-31

5.3 Toppunktsbestemmelse - automatisk beregning

Det 'kritiske' i ovenstdende metode til beregning af toppunktet er, at du selv skal afleese koefficienterne i andengradspolynomiet. Her
kan der opsta fejl.

I beregningen nedenfor er dette automatiseret vha. Maple-funktionen coeff .

Her skal du blot skifte funktionsudtrykket ud med et andet, og genberegne (tryk Enter efter hver linje — eller marker alt, du vil have
I

genberegnet, og tryk pa SE:mt:n, som du finder i Home-fanebladet).

f::xn-»%~x2—|—2~x—4 (5.3)

a = coeﬁf(f(x),x,z) - %

b = coeff (f(x),x,1) =2
c = coeff (f(x),x,0) = —4

d=b —4ac=16
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5.4 Faktoroplgsning af andengradspolynomiet

Faktoroplesning gar helt af sig selv. Maple finder selv ud af, om der er 1, 2 eller ingen redder i andengradsudtrykket.

Forst faktoroplesning af et andengradspolynomium med to redder:

flx) = %x2—3x+4

f::xn—»%-xz—3'x+4 G4

Udregn funktionsvaerdien f(x) inline ved at taste alt (option)+Enter. Herefter klikker du pa resultatet og vaelger Factor i

kontekstmenuen (kun et udsnit er vist):
1
fix) = 5 —3x+4

Apply a Command
Approximate
Assign to a Name
Coefficients
Collect

Combine
Differentiate
Evaluate at a Point

Factor
Integrate
Limit
Plots
Resultatet kommer til at se sddan ud:
flx) = % W3y 44 (X 2)2(x ) o) =—38 4 12312

Hvis der kun er én rod bliver faktoroplesningen:
g=xp —3x+12:x—12
g(x) (5.5)

tactor

—3xX+12x—12 = —3(x—=2)?% h(x) =x"+x+1

Og i det tilfaelde, hvor der ingen redder er, returneres blot det oprindelige udtryk:

hi=xpx+x+1

h(x) (5.6)

tactor

P Hx+1= P H+x+1
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5.5 CAS-beviser (Avanceret)

5.5.1 Toppunktsformien

restart
f(x) = ax*+bx+c
f:=x'->a-x2+b-x+c

f (5.7)

Pé figuren nedenfor er tegnet grafen for

Af figuren ses, at parablen er symmetrisk omkring den lodrette linje x, — 2 gennem toppunktet. Denne symmetri betyder, at x, + A

og f(xp—h) =f(xp + k) mahave samme y-veerdi. Dvs., at

X0

Denne ligning kan vi lese med hensyn til f'(xo + 2) =f(xo — k) :
a (x0+h)2+b(x0+h) +c=a(x0—h)2+b(x0—h) +c

solvetorx_ 0

(5.8)

(5.8)

Toppunktets xy =— % -koordinat er saledes y.

For at finde — % -koordinaten til toppunktet indszttes f i forskriften for f ( - %) :

b2 simplity b2
- = =7 —— —d
44 +c 42 +c
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For at fa dette til at ligne den rigtige formel, skal vi erstatte teelleren med 7= ( -

Hermed har vi vist toppunktsformlen

5.5.2 Andengradsligningen
eq =ax"+bx+c=0

Vi navngiver andengradsligningen og giver et nyt navn hver gang der er foretaget en omformning.
eq = ax* +bx+c¢=0

¢ (5.9)
Forst treekker vi eq, :== eq — ¢ fra pa begge sider:

su11513’x(ax—}-b)=—c4a

S& ganger vi med eq, pé begge sider (og kalder den nye ligning for eq, := expand (4 a-eq;) ). Vi benytter expand for at fa
parenteserne ganget ud:

SR 4a°x* +4abx=—4ac b

eq; legges til pa begge sider (og den nye ligning kaldes eg; = eq, + b*)

simplity (2ax+b)Y’=—4ac+b*d=b>—4a-c

— og Maple har straks set, at venstresiden kan skrives som kvadratet pa en to-leddet storrelse.

Nu skal vi have indsat eq; pé hejresiden i eq, = algsubs (b2 —4-a-c=d, eq;) . Det er lidt besvaerligt at fa Maple til det, sa vi kan
gore det manuelt eller benytte kommandoen

simplity

(2ax+b)*=dd>0

Vi deler nu op i tre tilfelde:

—b+Jd —-b—Jd
2a ’ 2a

d=0 (5.10)

I dette tilfeelde er der altsa to losninger

Tilfeelde 2: d =0

eq, indsxttes i eqs = subs(d =0, eq,):

e (2ax+b)*=0 solve (eqs, x)

_b _b

2a’ 2a

d<0 (5.11)

Og vi ser, at her er én losning.
Tilfzelde 3: (2 a x + b)*

Her er ingen losninger, idet  aldrig kan blive negativ.
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5.5.3 Faktoroplgsning
f(x) =ax*+bx+c

Hvis andengradspolynomiumet 7, har redderne r, og f(x) =a-(x — ry)-(x — r,), sd kan det faktoroploses som

_ —b+/d .

"= 2a

Seet

—b—\/7 :

2= 2a

a (x—r) (x—r)

Saer

- - expand 2 €valuate at poin
a[x—ﬂJ(x— b \/7]: p=dax2—|—bx—|—b d luate at point

2a 2a 4a 4a
2 _ 2
ax2+bx—|—b——L+b TEY 0 4 bx+cd=b>—4-a-c
4a 4a

Hvor Evaluate at a Point er benyttet til at indsette f(x) =a X+ bx+ec.

Hvis andengradspolynomiumet 7 kun har har én rod, f(x) =a- (x — r)*, kan det faktoroploses som 7 = — % D
Sat
a(x—r)?
Sé er
b )\  expama b° , b
a[x—l—za)— = g +bx+tax 4q ¢

Vi mangler blot at vise, at d = b* —4a-c=0. Dette folger imidlertid af, at ¢ i dette tilfalde, hvor der kun er én rod. Ved at isolere

b*—4-a-¢c=0 far vi:

2
1solate tor ¢ c b
é

Hvilket skulle vises.



6 Funktioner

6.1 Regneforskrift

En funktion som fx f(x) =2 x — 1 defineres sdledes i Maple:

flx) =2x—1
f=xp2-x—1 (6.1)
Det er meget vigtigt, at du skriver := ( altsa 'kolon lig med' ) i definitionen. Hvis du blot skriver = fér du intet defineret.

Lad os se, om funktionen fungerer som den skal:

Men du kan sette alle mulige udtryk ind i funktionen f i stedet for x:
fu)=2u—1
fRu+3)=4u+5

6.1.1 Alternativ definition

Maples respons pé en funktionsdefinition ser maske lidt underlig ud, men det er Maple made at opfatte definitionen pa:

f er funktionens navn, og funktionen er defineret ved, at ethvert x afbildesi 2 x — 1. Det, at x afbildesi 2 x — 1, udtrykkes ved

pilen —.

Du kan alternativt definere en funktion ved
f=x-2x—-1
f=x»2-x—1 (6.2)
hvor pilen — skrives lettest med genvejen ->, hvor du taster bindestreg (-) efterfulgt af storre end (>).
Du kan naturligvis ogsa benytte skabelonen i1 Expression-paletten:
f=a—)

hvor du benytter TAB-knappen til at navigere fra pladsholder til pladsholder.

6.1.2 Eksempel

Definer en funktion ved
g(x) =2x*—4x+7.

og udregn folgende vaerdier:
g(0), g(3 +h) og g(x + h)
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Vi definerer:

gx) =2x"—4x+7

— og udregner:
g(0) =7
gB3+h) =20B+h)?*=5—4h

gx+h)=2(x+h)’?—4x—4h+7

6.2 Graftegning

Grafen for funktionen f tegner du sddan her:

g=x02x —4x+7

(6.3)

x -intervallet vil som standard vaere [ —10, 10 ], men Maple vil altid forsege at finde et interval, som giver det 'bedste’ plot af grafen. I

grafen nedenfor er det stort set intervallet [ —10, 10 ], der plottes i.

flx)=2x—1

plot(f(x))

f=x»2x—1

(6.4)
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Hvis du vil have et andet x-interval fx [ —2, 5] er kommandoen denne, hvor der mellem —2 og 5 er to punktummer

plot(f(x),x=—2.5, size =[300, 300 ])

T

(=]
N
EiN

X

Ofte er det at gnskeligt at have et 'gridnet’ (kan vere et kvadratnet, hvis enhederne pa akserne er de samme).
g g p

Dette kan klares i en snaver vending ved at klikke i grafen, hvorved Plot-2D fanen med graf-varktejer vises gverst:

& Q) N

( ...‘ -’. | . l‘ .' Q. ‘
OO B Ee A e

Style Axes View

og dern@st klikke pa knappen Toggle gridlines (markeret med en rod firkant pé billedet nedenfor). Sa ser det sadan ud:

5.

(6.5)
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Hvis du vil tegne flere grafer i samme koordinatsystem, skal du samle funktionerne med kantede parenteser [ .

Lad os se pé et eksempel, hvor vi ogsa styrer farven pa graferne:

f) = x>

(6.6)

\
I
=
I
(YRS
+
bJ|Ln

glx) =—x+3
g=x»—x+3 ©.7)

plot([f(x), g(x)], x=—6..6)

Hvis du vil have andre farver pa dine grafer, sé kan du klikke pa en af graferne og vaelge Color i grafens kontekstmenu.

Color

Blue

Black

Cyan

Gold

Gray

Green

Orange

Red

Niagara Azure
MNiagara BlueGreen
Niagara Burgundy
Niagara LeafGreen
Niagara Nawvy
Niagara Purple
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Det er ikke helt uproblematisk at benytte farver fra menuen, idet en genberegning vil fa farverne skifte til standard. Det kan du undga
ved at 'hardcode' farven. Og vil du 'hardcode’, at du vil have et gitter pa din graf, sé tilfejer du gridlines:

plot([f(x), g(x)], x=—6..6, color = ["Navy", "LeafGreen" ])

Du kan finde en liste over farver ved at gé til Help-menu, eller blot skrive (efterfulgt af Enter)
?colornames
Du finder et veeld af muligheder til formatering af et plot ved at klikke pa grafen.

De plots, Maple producerer, er ofte ganske store og virker for store specielt pa print og i pdfier. Du kan styre sterrelsen af plots med
optionen size, hvor du i pixels skal angive, hvor stort du ensker dit plot, og det skal ske pa formen [bredde,hajde]:

plot([f(x), g(x)], x=—6..6, size =[200, 200 ])

— eller endnu mindre

plot([f(x), g(x)],x=—6..6, size =150, 150 ])
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Hvis du vil afleese punkter pa dine grafer, sa finder du et verktej til dette ved at klikke i plottet og vaelge Probe Info...> Cursor
Position (eller en af de andre muligheder):

Probe Info

None

+  Cursor position
Nearest point on line
Nearest datum

Eksperimenter!

Husk at vaelge Probe Info...> None nar du er ferdig.

6.3 Lineaere funktioner

En lineer funktion er en funktion med en ret linje som graf (som ikke er lodret).

Den generelle forskrift for en linesr funktion er:
f(x)=ax+b
hvor a er linjens haldning og b er skaringen med y-aksen.

Der er formler til at finde @ og b ud fra to givne punkter pa linjen: Hvis de to punkter har koordinaterne (xj,y;) og (X, ), er

formlerne for a og b:

VN _
a=———ogb=y,—ax
X2 — X

6.3.1 eksempel

Grafen for en linezr funktion f gar gennem punkterne (—3, 1) og (7, 6).

Find forskriften for denne funktion.

For at sikre, at vi ikke laver fejl under indtastningen af koordinaterne i formlen for a, kan det vare klogt at lave et lille skema pa et

stykke papir, hvor (x;,y;) og (x,,y,) skrives over de aktuelle koordinater:

(xl J’I) (xz }’2)
(=3 1) (7 6)

Vi indtaster i formlen for a, hvor vi samtidig med definerer a med =

. 6-—1
- 7—=(=3)

a4 = — (6.8)

Da vi har defineret a, kan vi skrive a i formlen for b i stedet for at indsette veerdien % :
b:=1—a-(-3)

ho— (6.9)
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Vi kan nu definere f sédledes:
f(x)=ax+b
f=xvmax+b (6.10)

og udregne f(x):

_x .5
fx) =5+

Vi kan hurtigt tjekke, om vi har regnet rigtigt:

Sa det passer.

Da de to givne koordinatsat er sa fine, kan vi ogsa tjekke grafisk, om vi har regnet rigtigt:

plot(f(x), x =—10 ..10, gridlines, size = [300, 300 ])

6.4 Stykkevist definerede funktioner

En funktion kan ogsa besta af forskellige regneforskrifter, der er defineret i hvert sit interval.

Et simpelt eksempel herpé er funktionen

2x+1 x<L2

x) =
) — Lx +6 x>2
2
. . -x x<a .
Denne funktion defineres i Maple ved at benytte skabelonen - i Expression-paletten og udfylde denne. Brug TAB-tasten
X x>a

til at hoppe fra pladsholder til pladsholder og lad veere med at genbruge noget af det, der allerede star i pladsholderne.
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f::xn—»

Funktionen virker som enhver anden funktion:

Funktionsverdier beregnes med:

og grafen tegnes sadan

plot(f(x),x=—2..14, gridlines)

2-x+1

-2 +6

x<2

2<x

(6.11)

Hvis du holder markeren over skabelonen i Expression-paletten, kan du se, hvilken syntaks du skal bruge, hvis du vil skrive

definitionen direkte. Der star
piecewise (x < a,—x,x > a, x)

Med vores eksempel vil det vere

f(x) :=piecewise(x <2,2x+1,x> 2,—%x + 6)

f=xr

Denne syntaks kan nemt udbygges til at omfatte mere end 2 stykker i funktionsforskriften.

2x+1

X
— +6

x<2

2<x

(6.12)

TIP: Hvis du far behov for at indsatte et tredje funktionsudtryk, sé indtaster du de ferste to funktionsudtryk (som beskrevet ovenfor).

Hgjreklik herefter
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2x+1 r=<2

= 1
Sf1x) _Ex+ﬁ x> 12

Copy As
Paste
+| Executable Math
Evaluate and Display Inline
Explore
Insert Row Above
Insert Row Below
Delete Row
2-D Math

og veelg 'Insert Row Below'. Dette vil give dig en tredje linje til indtastning:

2x+1 x <2
f(x) = —%x+6 2<x<8
9 9

som du udfylder med det tredje funktionsudtryk med tilherende interval.

6.5 Nogle elementaere funktioner

Vi skal tegne folgende funktioner

* ) =2
* )=
T fe)=Vx
=t

F+V
{+4F5
4=

Vi vil tegne graferne i hvert sit koordinatsystem. De tre forste funktioner er helt uproblematiske. Da vi ikke skal bruge funtionerne til
andet end til at se deres grafer, skriver vi funktionsudtrykket direkte ind i plot-kommandoen uden at definere en egentlig funktion.
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plot(x*, size =300, 300])

plot(x*, x =—2 ..2, size = 300, 300])
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Her er x-intervallet aendret, si vi kan fi et mindre y-interval, der i standardindstillingen vil veere fra [ —1000, 1000 ].

plot(\x, x=0..100, size =300, 300])

20 40 60 80 100
Her er x-intervallet andret for at afspejle, at +/ x kun er definereti [0, [

plot([x% %, Vx |, x=—5..5, size = 300, 300 ])
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For bedre at kunne se den grenne graf, er det her en god ide at begraense y-intervallet. Det sker sadan her:

plot([x%, x*, Vx |, x=—5 .5,y =—10 ..10, size = [300, 300 ])

10

—10-

Hvis du skal tegne funktionen for f(x) = % iintervallet [ —10, 10 ] bliver resultatet umiddelbart ganske overbevisende:

plot[ %, size =300, 300])

For x-veerdier tet ved 0 bliver y-vardierne enormt store, sa Maple finder selv ud af, at begranse y-aksen passende. Dette styres af
feature, der kaldes smartview.



7 Logaritme- og eksponentialfunktioner

7.1 10-talslogaritmen log

Titalslogaritmen til et positivt tal a defineres som
log(a) = ‘den eksponent 10 skal opleftes til for at give @’
Fx er log(10) = 1, fordi den eksponent, 10 skal opleftes til, for at give 10, er 1 — altsé 10'=10.

Pa samme méade fas log(100) = 2, fordi 10% =100 . Vi kan lave en tabel:

a 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

Bestem log(2):

Skal du med denne definition finde fx log(2), er du nedt til pa en eller anden méde at finde en passende eksponent, sa 10 opleftet til
denne eksponent giver 2. Der er flere mader at gore dette pa:

Metode 1

Af tabellen ser du, at 10° =1 og 10" =10, sé det sogte tal ma ligge mellem 0 og 1. Prev sa med 0.5: 10%° = 3.162277660
men det er for meget.

Prov sa med 0.25:

10°% = 1.778279410
— for lidt. Prov selv her ved at indtaste nye verdier i eksponenten, og prev, om du kan ramme 2:

For eller siden kommer du frem til, at
10%*°! = 1.999861870

— stadig for lidt, men du er teet pé, sé log(2) = 0.301 .

Metode 2

Prov s& med en grafisk tilgang. Tegner du graferne for y = 10" og y =2, ma skeeringspunktet for disse vaere den segte veerdi for
log(2).

49
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plot([10%,2],x=—1..1,y=0..5, size =[300, 300 ])

5.

4 1

3_

y
/
—'1”I'—(l).S"IIOH'IO.ISII"II

Klik i grafen ovenfor, og serg for, at sigtekornet er valgt (vist med en red firkant):

[ e e TR

EI:I l |- "'-!".- o B @ ke F B L

Klik nu i grafen, og vaelg Probe Info > Cursor Position i grafens kontekstmenu

Probe Info
None

|v Cursor position

" Nearest pointon line
Nearest datum

Du kan sa bruge sigtekornet til at aflaese med. Det kommer til at se nogenlunde sddan ud:

30
1,972
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Du kan aflese skeeringspunktet til ca. (0.30, 2). Du kan lave en bedre aflaesning ved at zoome og panorere:

Klik i grafen, sa du far verktejslinjen frem:

S [ BRI R
Qe BB

Style Axes View

Klik pa luppen (markeret med red firkant ovenfor) og treek med musen det omrade, du vil have forsterret. Det kan du gere nogle
gange, og herefter vil du kunne aflase ret precist.

Hvis du far behov for at flytte grafen lidt i vinduet, sé trykker du pa knappen (pan) lige til venstre for luppen.
Du ophaever Probe Info igen ved at klikke pa grafen og valge Probe Info > None

Metode 3
At finde en eksponent, s 10 opleftet til denne eksponent giver 2, er det samme som at lgse ligningen 10" =2 med hensyn til x.

Til denne opgave kan du benytte Maple. Du kan benytte Solve, men den vil finde en symbolsk lasning (som vi ikke rigtigt forstar
endnu), sa saet et punktum efter 2 — det er en ganske smart méde at tvinge Maple til at regne numerisk:

solve (10" =2., x)

0.3010299957 (7.1)

Altsa er log(2) = 0.3010

Definition af log

Af metode 3 ovenfor folger, at vi — i Maple terminologi — kan definere log som funktionen (navnet A er kun midlertidigt — du finder
det i paletten Greek):

Aa) = solve(10"=a, x)
A= aw~ solve(10"=a, x) (7.2)

hvilket netop udtrykker, at funktionsveerdien i @ (dvs. logaritmen til a) findes ved at lgse ligningen 10" =a.

Lad os tjekke, at det virker:
A(10) =1

A(100) =2

A(2.) = 0.3010299957

— hvor vi i den sidste udregning har skrevet 2. i stedet for 2 for at sikre, at Maple giver os et decimaltal.
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Du kan naturligvis ogsé tegne grafen for A:
plot(\(t),t=0..10, size = [300, 300 ])

1-

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

0

—0.2

—0.4-

—0.6 1

Funktionen A betegnes almindeligvis med log, der er en forkortelse af logaritme. Funktionen er indbygget i Maple under navnet
logo(x) — og det skal du skrive.

I Expression paletten finder du en skabelon til at skrive dette: '@8i0(?)
men det nemmeste er at indtaste som:

pc: log Ctrl+ 10 pil-hejre (x)

mac: log cmd+option+B 10 pil-hgjre (x) )

OBS: I Gym-pakken er der lavet en genvej til 10-talslogaritmen, der har navnet Log — altsd log med stort begyndelsesbogstav. Den

fungerer pracis ligesom log;,, men brugen af den kraever, at Gym-pakken er indlaest. Det sker saledes:
with(Gym) :

Log(10) =1

Log(100) =2

Log(2.0) = 0.3010299957

Laeg merke til, at der efter with(Gym) er stat et kolon (:). Det sker for at undgé, at navnene pa de mere end 100 kommandoer, der er i
Gym-pakken, kommer valtende ud.
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7.2 2-talslogaritmen - Qvelse

Definer 2-talslogaritmen ved

T(a) = ‘den eksponent 2 skal opleftes til for at give a’

1.
Udfyld tabellen

0.125

0.25

0.5

t(a)

I Maple er funktionen 7 tilgaengelig som log,(x) . Benyt denne til at kontrollere vaerdierne i din tabel

2.

Du har nu set konstruktionen af to logaritmefunktioner, nemlig log,o(x) og log,(x). Tallet 10 og 2 hhv.kaldes for logaritmefunktions

grundtal. For hvilke grundtal kan du konstruere en logaritmefunktion ?

3.

Funktionerne x* og \/ x ophzver hinanden for positive x -vardier:

S5 =x0g (Vx) =x

derfor kaldes \/x den omvendte funktion til x> — og omvendt. Tag et kig pa grafenerne for de to funktioner. Hvad ser du?

plot([x*, Vx|, x=0.5,y=0..5, size = [300, 300])

5_

Argumenter for, at funktionen log;o(x) er den omvendte til 10" — og omvendt. Tag ogsé her et kig p& graferne. Ser du det samme?
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7.3 Eksperiment: Hvad er e ?

Péa lanekontrakter mv. ser man ofte en vending i stil med:
Den drlige rente er 8% (nominel) med kvartalsvis rentetilskrivning

Det betyder, at der tilskrives 2% i rente pr. kvartal. Men at tilskrive 2% i rente 4 gange, er ikke det samme som at tilskrive 8% i rente
én gang:

Tilskrives 8% i rente én gang, bliver belabet efter ét ar:
K,-(1+0.08)' =1.08 K,

Tilskrives 2% 1 rente hvert kvartal, bliver belgbet efter et ar:
Ko- (1 +0.02)* = 1.08243216 K,

hvilket svarer til 8.24% i rente. Dette kaldes den effektive rente. De 0.24%, renten er blevet storre, skyldes, at den rente, der er
tilskrevet undervejs, ogsa giver rente.

Du skal nu bestemme:
den effektive arlige rente svarende til 100% nominel rente med kontinuert rentetilskrivning

Situationen er den samme som ovenfor — blot har vi her en arlig rente pa 100%. Denne rente deles ligeligt ud pa det antal
rentetilskrivninger, vi matte enske. @nsker vi fx 4 rentetilskrivninger, skal der tilskrives 25% ved hver af de 4 rentetilskrivninger.
Deler vi den érlige rentetilskrivning op i n lige store tilskrivninger, bliver den érlige fremskrivningsfaktor:

0, n n
(14 202 ) =1+ )

n

Med kontinuert rentetilskrivning menes, at der tilskrives renter hvert splitsekund, og i princippet er der jo uendeligt mange af dem i et
ar, sa det er ikke noget, vi umiddelbart kan sztte tal pa.

Udfyld dette skema (og brug Maple til beregningerne):

Tilskrivning Antal tilskrivninger |Formel Fremskrivningsfaktor

Arlig 1 K=K, (1+1) 2
112

Halvarlig 2 K=K, ( 1+ 7) 2.25

Kvartalsvist 4

Manedlig 12

ugevis 52

daglig 365

timevis 8760

minutvist 525600

sekundvist 31536000
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Tip:

Hvis du skal udregne noget i stil med

1 1000
(1 * 7000 ]

vil du fa en keempebrek, der fylder flere skaerme — og det kan du ikke bruge til noget her. Velger du at regne med fx 20 cifre, skal du
klikke pa udtrykket og veelge Approximate > 20 i kontekstmenuen:

1000
(1 + 10100 ] M AE , 2.7169239322358924574

Ved beregningen 'minutvis tilskrivning' kommer du sikkert i problemer. Det skyldes, at der ikke er allokeret plads nok i computerens
hukommelse til at rumme tallet. Der sker det, at Maple regner eksakt hele vejen og forst til allersidst reduceres til 20 cifre.

Vi kan tvinge Mapel til at regne numerisk ved at sztte et decimalpunktum efter ét af tallene i udtrykket:

1 1000
(1. + W) = 2.716923932

Og sa behaver vi ikke at bruge Approximate leengere (med mindre vi vil have 20 cifre).
Til beregning af 'sekundvis tilskrivning' er dette ikke tilstreekkeligt. Prov!

Maple regner ikke med et tilstreekkeligt stort antal cifre i decimaltallene. Faktisk er standarden 10. Det kan du ege til 20 decimaler
saledes

Digits := 20
Digits == 20 (7.3)

— og sé skulle det veere muligt at komme igennem og fa det korrekte resultat.

Konklusion

Som forventet bliver fremskrivningsfaktoren sterre og sterre, jo flere rentetilskrivninger vi deler ud pé, men til sidst er det ikke ret
meget.

Et kig pa tallene viser, at forste 5 cifre er uendrede i de tre sidste beregninger, sa hvis vi udregner for rentetilskrivning hvert tiendedel
sekund, mé vi forvente, at de 5 forste cifre ogsa her er uendrede.

Meget tyder dog pa, at nar n (antal rentetilskrivninger) bliver uendelig stor, sa vil fremskrivningsfaktoren naerme sig et bestemt tal. Det
viser sig, at dette tal ingen systematik har i decimalerne, sa det kan ikke skrives som en brok.

Leonhard Euler, der fandt dette tal, kaldte det e. Dette tal kan karakteriseres som den érlige fremskrivningsfaktor ved kontinuert
rentetilskrivning, der svarer til 100% nominel arlig rente.
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7.4 Den naturlige eksponentialfunktion

Som ethvert andet positivt reelt tal (forskellig fra 1) kan e ( = 2.71828 ) benyttes som grundtal for en eksponentialfunktion.
Funktionen

f(x)=¢", x€R

kaldes den naturlige eksponentialfunktion.

Grafen for €” ser saledes ud
plot(e", x=—5..5,y=0..10, size = [300, 300 ])

10

Vigtigt:

Nar du skal skrive den naturlige logaritmes grundtal e, s mé du ikke blot bruge e fra tastaturet. I stedet skal du hente € i Common

Symbols paletten

¥ Commeon Symbols

Den hurtigste méade at fa skrevet 'det rigtige €' er ved i math-mode at taste e efterfulgt af ESC:

€

Expf-antial ‘@’ e
sacute &
eBookTools eBookTools
ecarcn é
echo echo
achofile echofile
acir =
acirc &
ecolon =:

Her finder du Exponentiel 'e' gverst pa listen, s& du behever blot at taste Enter.
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7.5 Den naturlige logaritme In

I princippet kan vi definere en logaritmefunktion for ethvert positivt reelt tal forskellig fra 1. Vi skal

blot i definitionen udskifte 10 med et andet positivt reelt tal forskellig fra 1. Specielt vigtig er den logaritmefunktion, der fremkommer,
nér 10 udskiftes med e =2.71828...

Den naturlige logaritme til et positivt tal a defineres som
In(a) = ‘den eksponent e skal opleftes til for at give a’
Fx er In(e) =1, fordi den eksponent, e skal opleftes til for at give e, er | — altsa e' =e. P4 samme

méde fas In(e®) =2. Vi kan lave en tabel:

a € € €

In(a) -3 -2 -1 0 1 2 3

Pas pa:

Om du i Maple skriver log(x) eller In(x) er ligegyldigt: Begge indtastninger vil blive tolket som In(x) . Hvis du skal bruge
titalslogaritmen, sé skal du skrive log;y(x) .

Naturligvis kan du ogsa her opfatte In(a) som lgsningen til ligningen:

In(a) = ‘lesningen til ligningen €*=a med hensyn til x’
og definere den ved hjelp af solve:
AMa) = solve(e*=a, x)
A= aw solve(e"=a, x) (7.4)
Ala) = In(a)
Her lurer Maple straks, at det er In, der defineres.
Grafen for In(x) ser sdledes ud (her tegnet sammen med grafen for log;(x) :

plot([In(x), logyo(x) |, x =0..10, color = ["Burgundy", "Navy" ], legend = [In(x),'log;,'(x)])

In(x)

log,,(x)
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Bemarkning
Hvis du udregner Log fra Gym-pakken pa et x vil du se dette
with(Gym) :

In(x)
In(10)

Log(x) =

Dette kan ogsa skrives

Log(x) = 1n(110) ‘In(x) = 0.43429 -In(x)

Sé Log og In er altsé proportionale med proportionalitetsfaktoren ﬁ =~ 0.43429 .

Eksponentielle udviklinger

k-x X

Du vil ofte se en eksponentiel udvikling skrevet pa formen f(x) =b-e“”* i stedet for den form, du méske er vant til, f(x) =b-a".
Du kan ret let skifte mellem de to former — du skal blot benytte, at e =g:
b-a=b- (M) = p. i@

0g

b-e"*=b- ()"

Fxer

F(x) =3-127% =3 (en12D)F = 3. 02390

idet In(1.27) = 0.2390.

Og tilsvarende er

f(x)=245-¢"%%6*=245.0.5735"

idet 67" = 0.5735 .

Maple kan omskrive fra formen b-a” til formen b-¢**. Fx er

simplity X
3. 127x P 3 eO 2390169005 x

hvor Simplify > Simplify fra kontekstmenuen er benyttet
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7.6 Eksempler

7.6.1 Eksempel 1

I en naeringsoplesning kan antallet, B(t), af bakterier ¢ timer efter et forsegs begyndelse beskrives med:
B(t) =100 -8

a)

Hvor mange bakterier er der i oplgsningen efter 5 timer ?

b)

Hvor mange procent oges antallet af bakterier pr. time ?

<)

Hvor lang tid gar der ifolge modellen for antallet af bakterier er over 12000 ?
d)

Bestem fordoblingstiden.

Lesning:

a)

B(t) = 100-¢**%"

B =t~ 100 &% (7.5)

B(5) = 1038.123656

Dette viser, at der er ca. 1038 bakterier i n@ringsoplosningen efter 5 timer.

b)

.. A
Fremskrivningsfaktoren er 0468

e%%® _ 1 = 0.596797403

Sé antallet vil foreges med ca. 60% pr. time.

¢)
solve (B(t) > 12000, t)

(10.22968321 , =) (7.6)
Dette viser, at efter 10.23 timer vil antallet af bakterier overstige 12000
d)

In(2.)

T,=——"7
2 ln(e0.468 )

= T7,=1.481083719

Sé fordoblingstiden er ca. 1.5 time.
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7.6.2 Eksempel 2

Styrken af et jordskealv angives ved Richtertallet. Et jordskeelv frigiver energi, og for et jordskalv af normal dybde gaelder:
log(E)=24-M—12

hvor M er Richtertallet, og E er den frigivne energi malt i kWh ( og log betegner 10-talslogaritmen)

a)

En atomsprangning pi 1 megaton udvikler en energimangde pa 1.25 - 10° kWh. Beregn Richtertallet for et jordskalv, der udvikler
samme energimangde.

b)
I Chile var der i 1960 en raekke jordskelv. Disse havde Richtertal 7.5, og et senere havde Richtertal 8.4.

Beregn forholdet mellem de to udviklede energimangder.

Lesning:
a)
[ udregningerne benytter vi Log til beregningerne

Forst indsattes 1.25-10° for E, og der loses mht. M:

with(Gym) :

solve tor M

Log(1.25-10°)=24M—12 [[M=4.290379172 ]]

Dvs., at Richtertallet 4.3 svarer til en energimengde pa 1.25 - 10° kWh.
b)

Energimangden svarende til Richtertal 7.5 og 8.4 bestemmes:

assign to a name

Log(E)=2.4-75 — 1.2 200 | 6309573445 x 10'° El

solutions for E assign to a name

Log(E)=24-84 —12 9.120108394 x 10" E2

Forholdet mellem de to energimangder bliver:

E2

b) - alternativ lesning

Hvis du isolerer E i ligningen

Log(E)=24-M—1.2

kan du udtrykke energimangden som funktion af Richtertallet:
solve(Log(E)=24-M— 12,E)

5.526204223 M — 2.763102112
e (7.7)
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Definer nu funktionen E ved:
5526204223 M — 2.763102112
EM) =c¢e

5.526204223 - M — 2.763102112
E:=Mwne (7.8)

Sé& kan opgaven loses ved:

E(8.4)
E(7.5)

= 144.5439770

7.6.3 Eksempel 3

Som et mél for surhedsgraden af en vaeske benyttes pH-veerdien, der defineres som pH =—Log(c), hvor ¢ betegner koncentrationen

af H;0 " -ionen, og males i mol/L (mol pr. liter).

a)

Bestem koncentrationen i en vaeeske med pH =2.2.

b)

Gor rede for, at hvis koncentrationen ¢ i en vaske gares 100 gange storre, vil pH blive formindsket med 2.
Lesning

with(Gym) :

a)
solve(2.2 =—Log(c), ¢)

0.006309573445 (7.9)
Dvs., at koncentrationen i en veeske med pH =2.2 er 0.0063 mol/L.
b)
Hvis koncentrationen ¢ gares 100 gange storre — dvs. gges til 100 -c, bliver pH :
—Log(100-¢) =—(Log(100) + Log(c)) =—Log(c) —2=pH—2
Her kan vi ikke fa Maple til at lave udregningen
—Log(100-¢) =—Log(c) — 2

In(x)
In(10)

Det haenger sammen med, at Maple straks laver omskrivningen Log(x) = , hvorved den simple omskrivning gar tabt (Maple

kan i al fald ikke se den).
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8.1 Gym-pakken skal indlzeses
Gym-pakken indeholder de nedvendige vaerktgjer til regression. Denne indleses med kommandoen
with(Gym) :

Online hjzlpen til Gym-pakken far du frem ved at ga til Help-fanen og indtaste Gym i segefeltet:

@ E—E_lJ Maple Help Search Qﬁ *b =3¢ @\ ﬁ ﬁ

G

Help Helpon ! 5‘“’4 ik Maple What's Onthe About  Check for

% Gym > -

! Oversigt over Gym pakken
< - % Gym,BinomialTest >
avorites
- _ % Gym,ExpReg 5 Kald sekvens
kit # Gym,Fodf > Gym[kommando]{argumenter)
P Calculus L kommando({argumenter)
» Common Symbols % Gym,Finanssolver >
P Variables ¥ Gym,Fpdf > .
Y Beskrivelse

P Matrix % Gym,Gini >

+ Alle kommandoer | Gym pakken kaldes enten ved brug af long

P Units See All Help Search Results... form (lang form) eller short form (kert form). Dvs., enten som

Gym[kommando]{argumenter) eller som kommando

| Layout (argumenter), hvor den korte form kraever, at Gym pakken er
b Groek indlaest med with(Gym).
reea
Da implementationen af Gym pakken er et modul, er det ogsa
p Components muligt at kalde kommandoerne med Gym:-kommando.
P Accents

Heri kan du finde alle typer af regression beskrevet.

Alternativt kan du i math-mode skrive
?7Gym
og taste Enter. S& kommer du direkte til oversigten med links til alle kommandoerne i Gym-pakken.

8.2 Import af data

Det farste, du skal gere, er at &bne Excel filen og finde ud, i hvilke felter dataene befinder sig. Vi ser her pa et meget lille eksempel:

A B c

1 I uda‘ta.l ydata
2 2 30
3 3 35
4 L] 60
5 7 83
B 10 150
7 12 194
8 15 260
9

62
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Her ligger data i det omrade, der med Excel notation betegnes A2:B8

Det skal forstas saledes, at data ligger i en firkant, hvor feltet A2 angiver, hvor firkanten starter, og feltet B8 angiver, hvor firkanten
slutter.

Disse to tal skal du have klar inden du importerer. Hvis der er flere ark i Excel filen, skal du ogsa notere dig, hvilket Ark, data ligger i.
Det er meget vigtigt her, at du ikke far kolonnenavnene (altsé xdata og ydata) med i dataomradet.

Velg fanen Tools, klik pé ikonen Import Data:

A IR ® B B &

Spellcheck  Complete Import | Accessibility Save as Save as Remove
Command Data Mode Help Page Task Topic
Help Database

Der kommer en menu frem, hvor du skal vaelge filen fra harddisken.

® Data Import Assistant

Look In: |C3 datafiler v~ =R

B mini eksempel.xlsx

File Name: mini eksempel.xlsx

Files of Type: |All Files v/

Cancel | Next

Indtast derefter cellerne og tryk Next

[ ] Data Import Assistant

Choose a worksheet to impert from the Excel file,
and optionally a cell range.

Cell range

Choose a worksheet:

Cancel Previous | MNext

Tryk Next to gange og derefter Done uden at gore andet. Herefter kommer nedenstédende bla matrix frem.
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Placer cursoren efter matricen og velg Assign to a Name i kontekstmenuen og indtast navnet data:

2. 30.

3. 35

6. 60.

assign to a name

7. 83. | ———— data
10. 150.

12. 194.

15. 260.

For at tjekke, om det virker, kan du beregne

2. 30.

3. 35,

6. 60.

data = | 7. 83.
10. 150.

12. 194,

| 15. 260.
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8.3 Lineaer regression

Skemaet viser trykket i forskellige dybder under havoverfladen

Dybde(cm) 10 13 35 40 100
Tryk (atm) 1.96 2.25 436 4.84 10.60

Det oplyses, at trykket med god tilnaermelse er en lineer funktion f(x) =a-x + b af dybden under havoverfladen.
a)

Bestem tallene @ og b.

b)

Bestem trykket i en dybde pa 150m, og bestem den dybde, hvor trykket er 30atm

a)

Indlees Gym-pakken

with(Gym) :

og opskriv de to dataserier som lister med tegnene [ og ]. Navngiv listerne som vist:
X = [10, 13, 35, 40, 100 ] = [10, 13, 35, 40, 100 ]
Y:=1[1.96,2.25,436,4.84,10.6] = [1.96, 2.25, 4.36, 4.84, 10.6 ]

Lineer regression foretages med kommandoen LinReg :

LinReg(X, Y)

Liner regression
y =0.095990 x + 1.0008 .

Forklaringsgrad R* =1.00000

0 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Heraf ses, at @ =0.096 og b=1.00.
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b)

For at besvare dette spergsmal, er det mest hensigtsmaessigt at have modellen udtrykt som en funktion af x. Den kan du naturligvis

definere direkte som (hvor du tager regressionsudtrykket fra figuren ovenfor)
f(x) == 0.096 x + 1.00

f=x+0.096-x + 1.00
eller sddan her
f(x) = LinReg(X, Y, x)

f:=xwv LinReg(X, Y, x)
Trykket i dybden 150m kan da bestemmes séledes:
f(150) = 15.3992819614711

Dvs., at trykket i en dybde pa 150m er 15.4 atm.

Hvis det blot er en funktionsveaerdi, du skal bestemme, kan du indsztte direkte i LinReg (X, Y, x):

LinReg(X, Y, 150) = 15.3992819614711
Den dybde, hvor trykket er 30atm, bestemmes ved at lgse ligningen:

solve

f(x) =30 =25 {x=302.1068588 }

Dvs., at i en dybde pa 302m er trykket 30 atm

(8.1)

(8.2)
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8.4 Eksponentiel regression

Tabellen viser antallet af tankstationer i Danmark pé forskellige tidspunkter

Ar

1975

1980

1985

1990

1995

Antal

5205

4397

3622

3031

2647

Det oplyses, at antallet af tankstationer med god tilnzermelse er en eksponentielt aftagende funktion f(x) =b-a" af antal ar efter 1975.

a)

Bestem a og b i forskriften

b)

Giv et skeon over antallet af tankstationer i 2005, hvis den eksponentielle udvikling fortsatter.

a)

Indlees Gym-pakken

with(Gym) :

og opskriv de to dataserier som lister med tegnene [ og |. Navngiv listerne som vist:
X:=10,5,10,15,20]:

Y := [5205, 4397, 3622, 3031, 2647 | :

Komandoen ExpReg udferer en eksponentiel regression pa de to dataserier:

ExpReg(X, Y)

5000 ]
4500 ]
4000
3500 ]

3000 -

Forklaringsgrad R’ = 0.99680

Eksponentiel Regression
y=15180.3 - 0.96610"

.15.

" 20
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Heraf ses, at a = 0.966 og b=5180.
b)

For at besvare dette spargsmal, er det mest hensigtsmassigt at have modellen udtrykt som en funktion af x. Den kan du naturligvis
definere direkte som

f(x) == 5180-0.966"
f=x~5180-0.966" (8.3)
eller som
f(x) = ExpReg(X, Y, x)
f= xv ExpReg (X, Y, x) (8.4)
og herefter beregne f(30):

f(30) = 1840.82057098811

Dette viser, at i 2005 vil der vaere 1840 tankstationer, hvis modellen holder.

8.5 Potens regression

Tabellen viser for en bestemt type gasledning sammenhangen mellem gasstrom, malt i m 3 pr time, og tryktab pr. meter ledning, malt i millibar:

Gasstrom 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 8.0 10.0
Tryktab 0.002 0.008 0.033 0.074 0.130 0.204 0.294 0.522 0.816

Det oplyses, at tryktab pr. meter ledning som funktion af gasstremmen med god tilnaermelse er en funktion af formen f(x) =b-x".

a)

Bestem tallene @ og b.

a)
Indlees Gym-pakken

with(Gym) :
og opskriv de to dataserier som lister med tegnene [ og ]. Navngiv listerne som vist:
X:=105,1,2,3,4,5,6,8,10] :

Y := [0.002, 0.008, 0.033, 0.074, 0.130, 0.204, 0.294, 0.522, 0.816 ] :
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Kommandoen PowReg udferer en potensregression pa de to datalister

PowReg (X, Y)
Potens Regression
y=0.0080749 - x>

Forklaringsgrad R’ = 0.99998

0.8

0.7-

0.6-

0.5-

0.4-

0.3-

0.2

0.1

Heraf ses, at @ =2.01 og b =0.008 07.
Skal du bruge forskriften til et eller andet, sa kan du definere den séledes:
f(x) = 0.00807 -x*"'
f=xr 0.00807 -x*' (8.5)
eller séledes:
f(x) = PowReg(X, Y, x)

f = xw PowReg(X, Y, x) (8.6)

8.6 Kvadratisk regression

En kvadratisk regression er en regression, hvor vi tilpasser et andengradspolynomium til data.
Antag, at vi har disse maledata:
X := [16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42,44, 46] :

Y := [2508, 2518, 3304, 3423, 3057, 3190, 3500, 3883, 3823, 3646, 3708, 3333, 3517,
3241, 3103, 2776] :

En kvadratisk regression med kommandoen
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with(Gym) :
KvadReg (X, Y)

Kvadratisk regression
y=—4.5358 x> +293.48 x — 10704 .
Forklaringsgrad R = 0.79415

&

3800

3600

3400 2

3200

3000

2800

2600

&

Hvis du kun vil have funktionsudtrykket benyttes:

KvadReg (X, Y, x)

—4.53580182072829 x* + 293.482948179272 x — 1070.39768907563 (8.7)

Udregning af vaerdier vha. regressionsudtrykket kan ske blot ved at erstatte variablen med et tal. Fx er er

KvadReg (X, Y, 30) = 3651.86911764706

8.7 Polynomiel regression

En polynomiel regression er en regression, hvor vi tilpasser et polynomium til data.

Antag, at vi har disse maledata:

X = [10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80] :

Y= [202.4,463.4,748.2,979.3, 1186.3, 1421.3, 1795.4,2283.5 | :
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Vi vil prove at tilpasse data til et polynomium af grad 3 (det kaldes kubisk regression). I modsatning til de gvrige regressioner, skal vi
her have en ekstra parameter med, nemlig polynomiets grad:

with(Gym) :
PolyReg(X, Y, 3)

Kubisk regression
y=0.0065025 x° — 0.73953 x* + 48.962 x — 235.90 .
Forklaringsgrad R> =0.99915

2000
1500
1000
500 ‘
10 20 30 40 50 60 70 80

Hvis du kun vil have funktionsudtrykket benyttes:
PolyReg (X, Y, 3, x)

0.00650252525252528 x> — 0.739531385281388 x* + 48.9615764790766 x

(8.8)
— 235.900000000001

Udregning af vaerdier vha. regressionsudtrykket kan ske blot ved at erstatte variablen med et tal. Fx er er

PolyReg (X, Y, 3,55) = 1301.76190476190

OBS:
En polynomiel regression af grad 2 er precis det samme som en kvadratisk regression.

8.8 Proportional regression

En proportional regression er en linear regression, hvor regressionslinjen gar gennem (0, 0) .
Antag, at vi har felgende méledata:

Ll =1[126,558,894,103]:

L2 = 1[14,2.82,3.52,4.82]:

En proportional regression laves da med kommandoen
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with(Gym) :
PropReg(LI1, L2)

Proportional regression
y=0.45083 - x

Forklaringsgrad R = 0.97636001

Hvis du kun vil have funktionsudtrykket benyttes:
PropReg (L1, L2, x)
0.4508342416 x
Udregning af veerdier vha. regressionsudtrykket kan ske blot ved at erstatte variablen med et tal. Fx er er

PropReg (L1, L2, 8) = 3.606673933

(8.9)
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8.9 Andre typer: x> regression
Vi onsker at tilpasse disse data

X := [0, 10, 15, 20, 25, 30, 35] :

Y= [0, 39,91, 164, 251, 367, 503 ] :

til en parabel gennem (0, 0), dvs. grafen for en funktion af formen f(x) = k-x*. Umiddelbart kunne man tro, at en potens regression

ville veere anvendelig, men da en potensfunktion kun er defineret for positive verdier, kan vi selvfelgelig ikke have (0, 0) som
datapunkt. Desuden kan vi ikke fastholde potensen til 2.

Vi onsker altsd en sammenhzng af formen y =k-x*, men dette er jo en proportionalitet mellem y og x*. Dvs., hvis vi laver
proportional regression pa listerne

X2 = [0?% 10% 152, 20%, 252 302, 35%] = [0, 100, 225, 400, 625, 900, 1225 ]
og Y, kan vi bestemme £ :

PropReg (X2,7)

Proportional regression
y =0.40841 - x

Forklaringsgrad R = 0.99993782
500

400
300
200

100 ~

T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

Den gnskede regressionsfunktion er altsa
f(x) = 0.408 x*
f=xr 0408 -x (8.10)

Det er ikke helt nemt at tegne grafen sammen med datapunkterne. Nedenfor har du noget kode, du sagtens kan rette til, hvis du skal
bruge metoden i forbindelse med en anden regression.

plotl := plot(f(x),x=0.35,y=0..500) :
plot2 := Statistics| ScatterPlot]( X, Y, symbolsize =20) :
plots|display](plotl, plot2, gridlines)
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500

400

300

200

100+

04 . : :
0 10 20 30

P

Hvis der er mange datapunkter, er det ikke sa sjovt at skulle satte alle x-data i anden potens manuelt. Maple en indbygget funktion,
der er gearet til dette:

map (x-x>, X) = [0, 100, 225, 400, 625, 900, 1225 ]

— eller definer funktionen

gx) = x":

og anvend denne pa hele listen X:

g~(X)
[0, 100, 225, 400, 625, 900, 1225 (8.11)

Teknikken, der er vist i dette afsnit, kan nemt anvendes i andre sammenhange. Hvis du fx skal tilpasse data til ssmmenhengen

y=k-x*, sa laver du proportional regression pa x-listen 3. potens og y-listen. Det vil umiddelbart give dig k.

Alt dette er indbygget i koomandoen PropReg, men det ovenstdende er nedvendigt for at kunne forsta, hvad der forgar. Med den
udvidede kommandoe vil det se sddan ud:
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PropReg (X, Y, grad =2)

500

400

300

200

100+

Du kan finde flere detaljer i online hjlpen til PropReg.

8.10 Sadan far du fat i regressionskoefficienterne

Hver gang du udferer en regression med en af regressionerne i Gym-pakken vil en global (skrivebeskyttet) variabel med navnet

reg koeff blive opdateret. Herved vil du, ved blot at taste reg_koeff fa vist regresionskoefficienterne.

Fx ved en linear regression
with(Gym) :

X :=[10, 13, 35,40, 100] :
Y:=[1.96,2.25,436,4.84,10.6]:

LinReg (X, Y)
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Lineer regression
y =0.095990 x + 1.0008 .

Forklaringsgrad R = 1.00000

b

a

1.00080103555928
0.0959898728394121

reg_koeff =

Hvis du herefter laver fx en kvadratisk regression med
KvadReg (X, Y, x)

3.41431977171195 x 107 x* + 0.0959514250457772 x + 1.00142942612541 (8.12)

sa er indholdet af reg_koeff' endret:

c 1.00142942612541
reg koeff = | p | = 0.0959514250457772
a 3.41431977171195 x 1077
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9.1 Residualer og resdualplot

Nér man skal vurdere, om en model passer godt til de observerede data, er det ikke altid nok blot at se pé forklaringsgraden.

Vi vil undersege, om der er en lineer sammenhang mellem X og Y:

X = [10, 20, 30, 40, 50, 60, 70]
X = [10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 ©.1)
Y := [2.67,2.81,2.95, 3.10, 3.26, 3.43, 3.60 |

Y= [2.67,2.81,2.95,3.10, 3.26, 3.43, 3.60 ] 9.2)
with(Gym) :
LinReg (X, Y)
Liner regression
y=0.015500 x+2.4971 .
Forklaringsgrad R* =0.99816

3.6 %

3.5

3.4+

3.3

3.2

2.9+
2.8

2.74

0 20 30 40 50 60 70

Umiddelbart ser det jo stralende ud med en forklaringsgrad pa sé godt som 1. Lad os tage et kig pa residualerne

77
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residualer (X, Y, LinReg)

10
20
30
40
50
60
70

0.0178571428571441
0.00285714285714400
—0.0121428571428561
—0.0171428571428565
—0.0121428571428570
0.00285714285714311

0.0178571428571428

(9.3)

hvor vi i den forste seojle har X -vaerdierne og i den anden sgjle de tilherende residualer. Det kan vaere svert at danne sig et overblik
residualerne, men det falder umiddelbart i gjnene, at de midterste datapunkter ligger under regressionslinjen, mens yderpunkterne i

begge sider ligger over. Kigger vi godt efter, kan vi ogsa se dette pd ovenstdende graf.

Langt tydeligere bliver det, hvis vi plotter residualerne i et koordinatsystem med X -vardierne pa x -aksen og residualer pd y-aksen.

Plottet, vi far frem, kaldes et residualplot:

plotResidualer (X, Y, LinReg)

Residualspredning s =0.0157661481843673

Andel som er mindre end s: 57.14 %
Andel som er mindre end 2 s: 100.00 %

0.03

0.02 1
»

0.01+

residual
=)

20

—0.01 A

30 40

—0.02 A

—0.03 1

+s

i2s|

Her kan vi tydeligt se, at den linezere model ikke er god, idet residualerne viser en systematisk afvigelse med en "hangebug’, der ngje

svarer til det oprindelige plot — blot forsterret.

Residualplots er velegnede til visuel modelkontrol. De systematiske afvigelser, man specielt skal vaere péa udkig efter, er en
’hangebug’, der bade kan vende op og ned, en ’trompet’, hvor afvigelserne bliver sterre og sterre, men med modsat fortegn. Mange

andre former for systematik kan forekomme.
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9.2 Residualspredning

Vi ser her pé et konkret eksempel:

Hvert ar, i en &rreekke, har man udtaget en stikprove blandt de lam, der skal slagtes, og malt den gennemsnitlige vaegt
Ar 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Gennemsnitlig veegt 41.0 414 422 427 424 442 44.4 457 46.0

Forst indtastes data i to lister:
X:=10,1,2,3,4,5,6,7,8]
X=10,1,2,3,4,5,6,7,8] (9-4)
Y:=1[41.0,41.4,422,42.7,42.4,442,44.4,45.7,46.0 ]
Y:=[41.0,414,422,42.7,424,442,444,457,46.0 ] 9.5)

Vi foretager lineer regression pa de to lister

LinReg(X, Y)

Linezr regression
y =0.64667 x + 40.747 .

Forklaringsgrad R* =0.95257
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Residualplottet ser sédan ud:

plotResidualer (X, Y, LinReg)

Residualspredning s = 0.422464425101323
Andel som er mindre end s: 77.78 %
Andel som er mindre end 2 s: 88.89 %

0.8 1

0.6

0.4 4

residual
L J

0.2 1 *

o
—
w

—02- +

—0.4 -

—0.6 1

—0.8 1

Residualspredningen beregnes direkte med kommandoen

+s

+2s

residualspredning (X, Y, LinReg) = 0.422464425101323
Residualplottet viser, at residualerne ligger tilfaeldigt omkring 0 uden systematiske afvigelser.

Dette sammenholdt med en gennemsnitlig fejl pa 0.42 kg viser, at den linezere model kan benyttes til at beskrive udviklingen.



10 Differentialregning

10.1 Afledet funktion og differentialkvotient

Det er meget simpelt at differentiere en funktion i Maple. Hvis fx en funktion er givet ved:

f) =4 = 4%
f=xmx*—4-x (10.1)
S4 finder du den afledede af f ved blot at skrive f'(x), og trykke Enter (eller udregne in-line)

2

Jx

Skal du fx bruge differentialkvotienten i x =2, ja, sa udregner du blot:

fx)=2x-

f@2)y=4-J2

— og du behover faktisk ikke at have udregnet f'(x) forst.

10.2 Tangentbestemmelse

Skal du fx bestemme tangenten til grafen for funktionen

fx) =5 = 4-x
i punktet med ferstekoordinaten 4, definerer du ferst funktionen:
flx)=x"—4x
f=xrx*—4-Jx (10.2)

Dernast opskriver du tangentligningen ved at indsatte x, =4 i det generelle udtryk for tangentligningen:

y=£(4)(x —4) +f(4)

y=[8—\/2T](x—4)+8 (10.3)
simplity
y=7x—20 (10.4)

For at plotte grafen for f sammen med tangenten kan vi benytte den almindelige plot-kommando, men ikke helt problemfrit. Det
hanger sammen med, at plof-kommandoen kun plotter funktioner — og ikke ligninger.
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Hvis du kun skriver hgjresiden af tangentens ligning y =7 x — 20 ind i plot-funktionen, sa tror Maple, at det er to funktioner der skal

plottes:

plot([f(x),7x —20])
200 1
1501

100 A

501

Og det ser sadan set overbevisende nok ud, men hvis du vil have tangeringen tegnet lidt tydligere, sé skal du indstille akserne — fx

séledes:
plot([f(x),7x—20],x=0..6,y=—10..20)

201

—10-

Akserne er @ndret, sa der kun tegnes i intervallet [0, 6]. Desuden er y-aksen begranset til intervallet [ —10, 20].

10.3 Tegning med Smart Plot

Denne nemmeste made at plotte en funktion pa, er at indsatte et tomt koordinatsystem og derefter treekke funktionsudtrykket til

plottet. Det foregar sddan her (hvis opgaven er at tegne grafen for funktionen f sammen med tangenteni x =4):

fx) =x"—4/x
f=xmx*—4-Jx (10.5)



83 « Differentialregning

y=7x—20
y=7x—20

I_T.._-_-

2-D
G4 til Insert-fanebladet, hvor du ude til hejre finder ikonen for et 2-D plot: | Pot |.

Klik pa ikonen for et 2-D plot og straks vil du fa indsat et tomt koordinatsystem ved cursorpositionen:

101

-0 -s o s 10

—_ 10 J
Herefter markerer du funktionsudtrykket for f:
fi=xmy =4 fx

og traekker det ind 1 det tomme koordinatsystem — og straks er en del af grafen tegnet.

Herefter gor du det samme med tangentligningen: Marker hgjre side af ligningen
y=Tx—120

og treek dette ind i koordinatsystemet.

Det vil komme til at se sddan ud:

200 1

150 4

100 1

501

—50

(10.6)
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Herefter kan du bruge kontekstmenuen til at justere akser mm. Du far kontekstmenuen i hgjre side af skaermen frem ved at klikke i
koordinatsystemet.

TIP: Hvis det funktionsudtryk, du skal tegne grafen for, befinder sig langt fra koordinatsystemet, kan du tage en kopi af
funktionsudtrykket og 'paste' det ind i koordinatsystemet.

10.4 Tangentbestemmelse med Gym-pakken

Med kommandoen tangent fra Gym-pakken bliver ovenstidende beregninger automatiseret.

Vi benytter den samme funktion:

fx) =x*—4a/x
f=xox—4x (10.7)
with(Gym) :
tangent (f(x), x =4)
y=T7x—20 (10.8)

Tegning af grafen sammen med tangenten foregar som beskrevet ovenfor.

10.5 Tangent Secant Tutor

Hvis du vil arbejde med forstéelsen af en tangent som en graenselinje for sekanter, sé kan denne Tutor anbefales.

Du finder Tutoren i fanebladet Education Tools. Her trykker du p& knappen Calculus Single-Variable:

e =

Calculus - Calecuh
Single Variable »  Multivar

| Antiderivatives ,
@ Approximate Integration |
[~ Arc Lengths

Curve Analysis
Derivatives
Differentiation Methods |
Function Average :
Function Inverse
Integration Methods |
Limit Methods

Mean Value Theorem
Mewton's Method
Riemann Sums

Surface of Revolution
Tangents

Tangents “Pproximation
wy voiume of Revolution

LYY,
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Og veelger Tangents. Du kan ogsa starte ved at trykke Enter efter nedenstdende linje (du skal forst gore linjen aktiv ved at klikke i den
og skifte fra 'Nonexecutable Math' til 'Math' ved at taste Shift+F5):

Student | Calculus1 |[ TangentTutor |( )

[ ] [ ] Calculus 1 - Tangent (Newton Quotient)
File Help
Plot Window Enter a function and point of tangency
x) = | xn2-1| | x=1
80 Increment: | .5 # of lterations: 8
60 - Slopes of Secant Lines Tangent Line
¥ — :
40- Poink Slope Point of contact:
5.0 6.00 -
1., 0.
20+ 4.5 5.50 L [ !
4.0 5.00 Slope of tangent line:
—10 —5 P 5 10 3.5 4.50 2
7 0 x 3.0 4.00
25 350 Equation of tangent line:
—40- 2.0 3.00 y = 2.°x-2.
1.5 2.50
— 60 - ;
| Display |  Animate | | Plot Options... | Close

Maple Command
NewtonQuotient(x"2-1, 1, ‘showderivative'=true, 'h'=[4.0, 3.5, 3.0, 2.5, 2.0, 1.5, 1.0, .5], ‘output'="plot’);

Du skal veere opmerksom pa, at indtastningen ikke er helt sa let i indtastningsfeltet for f(x). Her er du nedt til at skrive x*2 for X,

x"3 for x2, osv.

Hvis du fx vil undersgge funktionen f(x) = X’ —4- \/? , skal du indtaste: x"2-4*sqrt(x), hvor sqrt er en forkortelse af squareroot.

TIP:

Hvis du har den tilsvarende funktion defineret i et Maple dokument som f(x), kan du blot skrive f(x) i indtastningsfeltet.
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10.6 Monotoniforhold

Du kan benytte den afledede funktion f'(x) som enhver anden funktion — fx kan du finde nulpunkter og fortegn.
Lad os bestemme monotoniforhold og lokale ekstrema for funktionen:
flx)=x"—4Jx
f=xmx*—4-Jx (10.9)

Tegn forst grafen for f i et passende interval, sé alle ekstremer ses. Det er vigtigt, at du far tegnet i et fornuftigt interval — ofte lader
man Maple bestemme, hvorefter man eksperimenterer man lidt.

plot(f(x),x=0.5)

141
121

101

(=]

Dernzst bestemmes nulpunkter og fortegn for f' :

f(x)=0 =% (x=1}

Lasningen til ligningen f'(x) =0 sammenholdt med grafen for f viser, at

f er aftagende i intervallet [0, 1]

f er voksende i intervallet [1,00[

f har lokalt minimum i 1, og f(1) = =3 .

Laeg meerke til, at vi slet ikke har udregnet f'(x). Det er ikke nadvendigt, men der sker da ikke noget ved at gore det. Skriv blot

2

Jx

Alternativt kan du gé sédan til vaerks:

fx)=2x-

solve(f(x) > 0, x)

(1, ) (10.10)
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solve(f'(x) <0, x)
(0,1) (10.11)

Parenteserne skal her leeses som abne intervalklammer. Det ser unagtelig underligt ud, at o medregnes i det forste interval, men det
skal tilskrives at den Nordamerikanske notation for intervaller afviger fra vores. Under alle omstendigheder viser resultaterne, at:

Sf'(x) ernegativ i intervallet ]0, 1[ og positiv i intervallet ]1,00] .
Heraf folger, at

f er aftagende i intervallet [0, 1]

f er voksende i intervallet [1,00[

f har lokalt minimum i 1, og f(1) = =3 .

OBS: Hvis du leser ulighederne ved at klikke og vaelge solve i kontekstmenuen, far du ikke intervallerne, men blot en ulighed, hvor
notationen er helt indlysende:

f(x)>0
0<2x— 2 (10.12)
Jx
solve
{1 <x} (10.13)
f(x) <0
2x— -2 <0 (10.14)

solve

{0 <x,x <1}

10.7 Curve Analysis Tutor
Med denne Tutor kan du meget hurtigt lave en funktionsundersggelse.
Du finder Tutoren i fanebladet Education Her trykker du pa knappen Calculus Single-Variable og vaelger Curve Analysis i listen.

Du fér nedenstaende dialog frem (hvor den aktuelle funktion dog er indtastet):
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It =

X =
Calculus - Caleul

Single Variable v Multivar

| [ Antiderivatives i

& Approximate Integration

[~ Arc Lengths

3 Curve Analysis

Curve analysis

&5 Limerentiation Methods

& Function Average
11 Function Inverse

[£] Integration Methods
¥Z Limit Methods
i Mean Value Theorem
JI Newton's Method
. Riemann Sums
#4 Surface of Revolution
) Tangents

Taylor Approximation

T
d Volume of Revolution

e Caleulus 1 - Curve Analysis
File Help
Plot Wind
e Enter a function and an interval [a,b]
90
80 fx) = | xr2-4*xA(1/2) |
0 a=0 b= 10
60
30 Determine where the function is ...
¥y
a0
() Maximum (8} Minimum
30 () Increasing () Decreasing
- () Concave Up () Concave Down
() Inflection Points () Zeros
10
0 The local minimum occurs at:

Color Legend For Plot
function-increasing
function-decreasing
points

| concave-up
concave-down

Maple Command
FunctionChart(x*2-4*x"(1/2), x = 0 .. 10);

1.00

Plot Options...

Close
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10.8 Eksempler

10.8.1 Eksempel 1

Vis, at linjen med ligningen y =x — % er tangent til grafen for f(x) = %xz

Lesning:
Lad os ferst prove at tegne parablen og linjen for at se, om det ser rimeligt ud:

2
X
3

f::x|—>

plot[ f(x),x — %

,x=—5..5,y=—2..5)

Og jo, det ser meget rimeligt ud, men et bevis er det ikke. Det er nedenstadende argument til gengeeld:

(10.15)

Tangenten har heldningen 1, s& du skal pa jagt efter et punkt pd parablen med hzldningen 1 — dvs., at du skal lese ligningen

f(x)=1:

flx)=1 "5 ‘x=%}

Dvs., at i punktet med forstekoordinaten x = 3 er tangentens haldning 1. Tilbage er blot at bestemme tangentens ligning i punktet

2

med forstekoordinaten x = % :

3 - )(3)

(10.16)
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OBS: Du kan naturligvis bruge tangent-kommandoen til den sidste udregning:

with(Gym) :
3
tangent | f(x),x = >
y=x— (10.17)
Bemerkning:
I det ovenstaende eksempel er det i princippet ikke tilstreekkelig at argumentere for, at y =x — % er en tangent ved at vise, at der
netop er ét skeringspunkt mellem y =x — % og grafen for f. At det s alligevel gar godt, skyldes, at grafen for f er en parabel.

Hvis grafen for f ikke er en parabel, sa er der ingen garanti for, at en ret linje er en tangent, hvis der netop er ét skeringspunkt. Fx vil

y =—x ikke veere tangent til f(x) = x*, selvom der kun er ét skaeringspunkt:

plot([x},—x],x=—2.2,y=—5..5)

10.8.2 Eksempel 2

For en sten, der kastes lodret op i luften med udgangsfarten 10m/s, kan dens hgjde over jorden %(¢) beregnes som
h(t)=10t—5 7

hvor ¢ er tiden i sekunder, efter at stenen er kastet.
Hvor leenge oges stenens hgjde ?

Hvor hgjt nér stenen ?

Hvornér rammer stenen jorden ?

Med hvilken fart rammer stenen jorden ?

S

Hvornar er farten 5 m/s ?
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Lesning:

Som det sd ofte er tilfeldet kan en graf give et fingerpeg om, hvilken lgsningsmetode, der skal benyttes. Desuden er grafen nyttig til
kontrol af resultaterne.

Forst skal funktionen 4 defineres
h(t) =10t —5¢

h:=t~10-t—5-7 (10.18)
hvorefter grafen plottes i et fornuftigt interval:

plot(h(t),t=0.2.2, gridlines)

—1-

— 21

Svarene pa spergsmal 1-3 kan direkte afleeses af grafen, men lad os for en god ordens skyld beregne dem.
1)

(t)=0 =25 (1=1)}

Dvs., at stenens hgjde oges 1 1 sekund.

2)

h(1) =5

Dette viser, at stenen nar hgjden 5 m.

3)

h(t)=0 =22 (1=0}, {r=2}

Til tiden #=2 vil hgjden over jorden vaere 0 m. Dvs., at stenen rammer jorden efter 2 sekunder.

4)

h'(2)=-10

Stenen rammer jorden med en fart pd 10 m/s. (A'(¢) angiver hastigheden til tiden ¢, s& det negative fortegn skal tolkes som 'nedad')

5)

h'(t) =5 solve {t= %}
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h'(t) ——5 solve |f=%]

Til t= % sekund og til = % sekunder er farten 5 m/s.

10.8.3 Eksempel 3

En model for hgjdeudviklingen hos drenge mellem 0 og 16 ar er givet ved:

h(1)=y1695¢t+2500 , 0<:<16

hvor ¢ er aderen i ar, og A(¢) er hgjden i cm.

a) Hvilken hejde har en dreng pa 9 ér iflg. modellen ?
b) Angiv vaeksthastigheden til #=3.

¢) Ger rede for, at veeksthastigheden er aftagende.

Lesning:

Forst defineres funktionen 4 (definitionsintervallet 0 < ¢ < 16 skal ikke medtages her)

h(t) == 1695 ¢ + 2500
h =t 1695 ¢+ 2500
a)
h(9) = 17755 —2£%, 133.25
En 9-4rig dreng har iflg. modellen en hejde pé 133cm.
b)

Vaksthastigheden til tiden # =3 bestemmes som

h'(3) = 3393651585 L2, 97308

Vaksthastigheden til £=3 er 9.7 cm. pr. ar.

<)

For at bestemme monotoniforhold for vaeksthastigheden 4'(¢) skal du bruge A" (¢) :
h"(2)

2873025
4 (1695 ¢ + 2500)° /2

Det ses umiddelbart, at A" (¢) < 0 foralle ¢, 0 < ¢ < 16. Derfor er A'(¢) aftagende.

Du kan naturligvis benytte Maple til dette, ved at lose uligheden

(10.19)

(10.20)
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solve ({h"(t) < 0,0 <t<16},1)

Lasningen er alle ¢ i intervallet ]0, 16] .

{0<tt<16}

(10.21)

Selvom det ikke er tvingende nedvendigt i en opgave som denne, er det alligevel altid en god ide at tegne graferne :

plot(h(t),t=0..16, gridlines)

Og grafen for vaksthastigheden ser sddan ud

plot(h'(t), t=0..16, gridlines )

160 1

140 A

120 A

100 A

801

60 1

161

141

121

10

(=]



11 Analytisk geometri

11.1 Punkter i et koordinatsystem

Et punkt P med koordinaterne P = (x, y) skrives i Maple pa formen P =[x, y] — altsa ved brug af kantede parenteser. Kommer du til
at benytte de runde parenteser i en definition af et punkt i Maple, sa ignoreres parenteserne og du far ikke defineret noget punkt.

Lad os definere nogle punkter og f4 dem afsat i et koordinatsystem:

A=1[=21]
A=1[=2,1] (11.1)
B:=[2,3]
B=[2,3] (11.2)
C:=[-3,—-2]
C:=[-3, —2] (11.3)

Til at plotte punkter vil vi her benytte kommandoen punktPlot fra Gym-pakken, sé vi indleeser Gym-pakken forst:
with(Gym) :
Punkter, du vil plotte, skal pakkes ind i kantede parenteser — ogsé selvom der kun er tale om et enkelt punkt:

punktPlot ([A], view=[—3 ..3,—3 ..3], size =[300, 300 ])

—_3

Tilfejelsen view = [ —3 ..3,—3 ..3] betyder blot, at koordinatsystemet skal tegnes, si x-aksen gér fra —3 til 3 og det samme med y-
aksen. Denne tilfgjelse er ofte unedvendig, nar der tegnes flere punkter.

Lad os prove at tegne alle 3 punkter pé én gang:

punktPlot ([A, B, C], view=[—3..3,—3 ..3], size =[300, 300 ])

94
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Her er det ikke nedvendigt at tilfaje view, men der sker da ikke noget ved at gore det.

Hyvis vi forbinder de 3 punkter, s har en fin trekant.

punktPlot ([4, B, C, A], forbind )

Laeg maerke til det lille smarte trick med at faje 4 til i slutningen af listen. Herved forbindes 4 med B, B med C og endelig C med 4.

11.1.1 Brug af plot-kommandoen til at afsaette punkter

Alternativt kan du benytte den almindelige plot-kommando til at afsatte punkter i et koordinatsystem. Den vigtigste forskel er, at her
bliver punkterne automatisk forbundne, sa du er nedt til at tilfeje style = point i plot-kommandoen:

plot([ 4, B, C], style = point, view = [ —3 ..3,—3 ..3 ], gridlines )



96 < Analytisk geometri

—3

Punktsymbolerne her er ganske sma, sé hvis du vil lave dem sterre, s kan du tilfeje fx symbolsize = 14 i plot-kommandoen — eller
indstille det 1 kontekstmenuen, der kommer frem, nar du klikker i koordinatsystemet. Valg forst Symbol, sa du far nedenstaende liste
frem:

[] Scaling Constrained

Reset view

Style

Symbol
Asterisk
Diagonal Cross
Box
Box (Solid)
Circle
Circle (Solid)
Cross
Diamond
Diamond (Solid)
Point

v Default

Symbol Size...

Her kan du i gvrigt ogsé @ndre punktsymbolet til fx en firkant (Box).

Hvis du vil tengne samme trekant som ovenfor, s& fjerner du style- og view-tilfgjelserne og tilfejer 4 i halen af listen med punkter:

plot([4, B, C, A, gridlines )



97 < Analytisk geometri

— og vi har den samme figur som ovenfor (bortset fra, at vi ikke kan se punkterne her).

11.2 Den rette linjes ligning

Til en start vil vi benytte de samme punkter som ovenfor (her beregnet inline for at spare plads)
A=[-2,11=[-2,1]

B:=1[2,3]1=12,3]

og vi vil bestemme ligningen for den rette linje gennem A4 og B.

Forst laver vi et punktplot:
with(Gym) :

punktPlot ([ A, B], forbind, view = —3 ..3,—3 ..3], size = [300, 300 ])

3ﬁ/

1_
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Allerede her kan vi se, at hvis vi fra punktet A gar 2 til hgjre, sa skal vi g& 1 op for at komme til linjen. Det betyder, at vi kan aflese

haldningen til % og at linjen skarer y-aksen i 2. Séledes tyder det pé, at linjen har ligningen y = %x +2

Nu skal vi udregne linjens ligning. Hertil benytter vi formlen for haeldningskoefficienten:

TN
a=2221
Xy — X1

Lader vi [xy, y; | betegne A's koordinater og [x,, y,| betegne B's koordinater, sé finder vi ved indszttelse:

_ 1-=-3
—2-2

b=y —ax
R
b=1 2 (=2)
b=2
Altsa bliver ligningen for linjen gennem A4 og B:
y= %x +2
X
=42
y=5

11.2.1 Alternativ beregning af a og b
4= [_2, 1] = [_2, 1]
B:=12,3]=[2,3]

Indsetter vi A's koordinater i det generelle ligning for den rette linje y =a-x + b, far vi

l=a-(—-2)+b

l1=—2a+5b
og indsetter vi B's koordinater, far vi
3=a-2+5b

3=2a+b

Begge disse ligninger skal vaere opfyldt, sa vi kan vi kan finde a og b ved at lase to ligninger med to ubekendte:

solve({1=—2a+b,3=2a+ b})

Og heraf kan vi se, at ligningen for linjen er y = %x + 2.

(11.4)

(11.5)

(11.6)

(11.7)

(11.8)

(11.9)
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11.2.2 Med Gym-pakken

Vi benytter de samme punkter som ovenfor:
with(Gym) :

A=[-2,1]1=[-2,1]
B:=1(2,3]=[2,3]

linje(A4, B)

-x
y=5 +2

Du kan naturligvis ogsa benytte punkternes koordinater direkte i kommandoen:

linje([—2,1],[2,3])
y= % +2

11.3 Tegning af den rette linje

Skal vi tegne den rette linje givet ved ligningen

y=%x+2

(11.10)

(11.11)

i et koordinatsystem, er der flere muligheder. Det nemmeste her er at bruge plot-kommandoen — selvom den er beregnet til at plotte

funktionsudtryk, men hvis vi kun indsatter ——x + 2 i plot-kommandoen, og eventuelt justerer plotintervallet, sd vil vi fa det enskede

2
plot:
1
plot ox +2,x=—10.10
6-
4_
2
—10 J 0 5 10
X
_2_

Det vil gé godt for alle rette linjer — undtagen de lodrette, der jo ikke kan opfattes som en funktionsgraf.

Der findes en kommando i Maple, der hedder implicitplot, som er beregnet til at plotte objekter givet ved ligninger. Denne kommando

er noget mere besverlig at bruge, sa vi venter lidt med at se pa den
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11.3.1 Smart Plot

Med Maple's Smart Plot er det meget nemt at tegne grafen for fx:

y=%x+2

=— 11.12
y=5+t2 (11.12)
Ga til Insert-fanen og valg Plots. herved kommer nedenstidende valgmuligheder frem. Vel her 2-D Plot:

- &

2-D 3-D
Plot Plot
Plots

der giver dig et tomt koordinatsystem, hvor bdde x - og y-intervallet er [ —10, 10]. Hvis du treekker den ovenstéende blé lignimg til
det tomme koordinatsystem, vil linjen blive tegnet:

—4-
Lag maerke til, at indstillingen af koordinatakserne er endret. Det geelder ogsa, hvis linjen falder uden for standardvinduet.

Alternativt kan du treekke den oprindelige (sorte) ligning til plottet, men her skal du holde Ctrl-tasten (mac option) tasten nede medens
du trekker. Ellers forsvinder ligingen. Du kan ogsa Copy&Paste ligningen ind i plottet.

Laeg ogsd merke til, at nér plottet er aktivt, sd vises denne linje gverst i skeermbilledet:
[T eI

/ :..- !.,- - I..__.' -IL_ oo -;l- G lo B B L

Style Axes View

Ser du ikke denne linje, sé klik i plottet, hvorefter den vil komme frem.

Her kan du zoome ind og ud, panorere — og meget andet. Fx vil et tryk pa blé gitter i anbringe 'gridlines' i dit plot.
11.3.2 Eksempel

Tegn linjen gennem punkterne (—3,—1) og (12, 34).
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Forst finder vi ligningen for linjen (husk, at der skal bruges kantede parenteser om koordinaterne):

with(Gym) :

linje([ —3,—11, [12, 34])

Indsat et 2-D Plot og traek ligningen til det tomme plot:

20

_10_

—20-

(11.13)

For at se, at grafen faktisk gér gennem punktet (12, 34), skal akserne andres. Det kan ske enten ved at bruge kontekstmenuen eller
ved at hejreklikke i plottet og bruge den menu, der kommer frem. Begge dele fungerer pé stort set samme mdde. Her vil vi benytte

kontekstmenuen:

For at ®ndre x-aksen, klikkes forst pa plottet, sa den relevante kontekstmenu kommer frem. Valg her Axes > Properties:

[] Sealing Constrained

Reset view

Style

Symbol

Line

Color

Transparency

Axes

~  Normal

Boxed
Framed
None
Reset view
Properties...
Create second axis
Labels
Toggle Gridlines

Gridlines Properties...
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Fjern forst fluebenet i Use data extends og indstil intervallet som vist:

[ ) @ Axis Properties

Horizontal | Vertical

() Log mode
[) Use data extents
Range min: 5

Range max: 20

Let renderer choose tickmarks

®) Number of tickmarks: 5
Custom Spacing: 1.0
Offset: 0.0
Multiply by Pi
(®) Use default subticks
() Number of subticks 0

[ Apply ] Reset
{ OK ][ Cancel }

Tryk pa OK, nar du er feerdig. Herefter vil plottet se sddan ud (med gridlines):

W
[==]

B
[«=]
N\,

w
(==}
\

N
(==
N\

—
[«
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11.4 Skesering mellem to linjer

Vi skal her finde skaringspunktet mellem de to rette linjer givet ved:

1,1 —
y—2x+20gy 2x+8

De to rette linjer vil skeere hinanden, idet de har forskellig heeldningskoefficient, hhv. % og —2.

Vi starter med at lave et hurtigt plot af de to linjer:

Indseaet et tomt 2-D plot og traek de to ligninger til plottet

—101

Saet gridlines pa plottet, sa du kan aflase skaeringspunktet. Det kan vare lidt svaert at aflaese, sé indstil akserne, sé bade x- og y-aksen
er intervallet [0, 10]. (Du indstiller y-aksen pad samme made, som du indstiller x -aksen. I Axes Properties vinduet klikker du pa

fanen Vertical for at komme til y-akse indstillingen)

107

Nu er skaeringspunktet nemt at aflaese til (3, 2).
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Du kan naturligvis ogsa bruge plot-kommandoen til at tegne graferne — og her er det faktisk nemmere at indstille akserne.

Intervallet x =0..5 finder man ved at prave sig lidt frem indtil det ser fornuftigt ud.

Lx + L,—Zx +8,x=0 ..5,gridlines)

plot [ 2 2

Skeeringspunktet kan aflaeses til (3,2).

Beregning af skeeringspunktet

Vi kan naturligvis ogsa beregne skaringspunktet. Det er vigtigt at kunne dette, da en nejagtig aflaesning ofte ikke er mulig (fx hvis
skeringspunktets koordinater er ikke-paene breker):

Indset de to ligninger omgivet af { } i en solve-kommando:

_x 1
solve([y— 2 + 2V 2x+8})
{x=3,y=2} (11.14)
Alternativt:

Skriv de to ligninger i math-mode adskilt med et komma og brug Selve>Solve fra kontekstmenuen:

X solve

y= ) +%,y=—2x+8 — {x=3,y=2}
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11.5 Ortogonale linjer

Lad to rette linjer veere givet ved ligningerne
y=ax+bogy=cx+d

Sa geaelder der, at de to linjer er ortogonale, hvis a-c =—1.

Det omvendte galder ogsa, altsa hvis a-c¢ =—1, sé er de to linjer ortogonale.

Fx er de to linjer

y=3x+50gy=—%x—7

ortogonale, idet produktet af de to linjers haldninger er 3- [ - %j =—1.

En typisk opgave kunne fx vaere, at vi har givet ligningen for en ret linje:

l: y=%x+4

og et punkt P=[—6,4]
Sé skal vi finde ligningen den rette linje m, der er ortogonal til / og gar gennem punktet P.
Vi starter med at bestemme heldningen for m, der har formen

y=cx+d

Da / og m skal vere ortogonale, galder der, at % -¢ =—1, hvor c er haldningen for m. Denne ligning kan vi lose:

Fremm1 = o2
3 2

Herefter kan vi bestemme konstanleddet d ved at inds@tte punktet P i ligningen y =— % ‘x+d

4== 2 (=6) +d 2 (d= -5)

Dvs., at ligningen for m bliver

y=—%x—5

For at kontrollere laver vi et plot:

Ax +4,— 3x _ 5(,x=—10..10, y =—10 ..10, gridlines, scaling = constrainedj

plot [ 3 2
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—10-

Tilfejelsen scaling = constrained er vigtig, sa vi er sikre pa, at enheden pé de to akser er den samme — ellers kan man ikke visuelt
afgere, om vinklen mellem de to linjer er ret.

11.6 Vinkler mellem to rette linjer

Vi ved, at der helt generelt gaelder, at den vinkel v en ret linje med ligningen y =a-x + b danner med x -aksen kan bestemmes ved
tan(v) =a

der som lgsning har

v=invlan(a)

— og for at have invTan til rddighed, skal vi indlaese Gym-pakken:

with(Gym) :

P4 figuren nedenfor er tegnet grafen for

y=a x+b
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— 4-
Det, at linjen har haldningen a betyder, at hvis vi giver x tilvaeksten 1, sa far y tilveeksten a. Dette giver os en retvinklet trekant med

katederne 1 og a. I denne trekant geelder, at tan(v) = % > tan(v)=a

Ved hjlp af denne formel kan vi bestemme den vinkel linjen med ligningen y =2 x + 4 danner med x-aksen:

v=invlan(2)

v = 63.43494883 (11.15)

Hvad nu, hvis linjens haldning er negativ? Vi kan fx se pa linjen med ligningen y =—2 x + 4, og udregne den vinkel, linjen danner
med x-aksen:

v=invlan(—2)

v = —63.43494883 (11.16)

Den vinkel, vi finder, er markeret med v pé nedenstaende figur:

6_

—4-

Det negative fortegn skal tolkes ved, at vinklen males fra x -aksen til linjen i negativ omlebsretning.
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Vinkler mellem to rette linjer

Lad to linjer vaere givet ved
l: y=a;'x+ b
m:y=a,x+b,

hvor a; > 0 og a, <O0.

Af figuren ses, at vinklen v mellem de to linjer er v; + v,. Vi kan bestemme v, ved
vy =invIan(a,)

Tilsvarende kan vi bestemme v,, men her skal vi vaere forsigtige, idet den vinkel, vi far ud af invTan (a,) er negativ (fordi a, <0).

Vi 'fjerner' dette minus ved at gange med —1, sé

v, =—invlan(a,)

Sé alt i alt finder vi, at vinkel v mellem / og m er bestemt ved
v=v, + v, =invlan(a,) — invlan(a,)

Den anden vinkel mellem / og m er bestemt ved 180 — v.

Noget helt tilsvarende kan vises, hvis begge haldninger er enten positive eller negative.

Selvom ovenstéende figur kunne tyde pa det, sa kan vi altsa ikke vaere sikre pa, at det er den spidse vinkel mellem de to linjer, vi far
beregnet.

Lad os se pa et simpelt eksempel, hvor de to ligninger er
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y=2x+2

y=2x+2
0g
y=—x+3

y=—x+3

v=invIan(2) — invIan(—1)

v =108.4349488

180 — 108.43 = 71.57

(11.17)

(11.18)

(11.19)

En sidste lille detalje: Da vinklen udregnes som en differens, betyder rackkefolgen af de to led et fortegn. Havde vi byttet om i
udregningen ovenfor, sa var resultatet blevet —108.43 . For at slippe for at skulle spekulere pa den slags, setter vi numerisk-tegn om

differensen:
v =linvTan(a,) — invlan(a,)|

Hermed har vi en formel, der altid vil give dig én af vinklerne mellem to rette linjer.

(Du finder numerisktegnet i Common Symbols paletten — eller du kan indtaste med tasttaturet. Pa en pc sidder tegnet | pa tasttaturet.

Pa en mac skal man taste option+i )
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11.6.1 Eksempel

Vi skal bestemme den spidse vinkel mellem de to linjer givet ved ligningerne:

2 7
Ql:y=?x+?

_3

L:iy= 5x+2

5

2 7 3 9 _ _

plot[ 3x—l— 3,—5x—|— 5 ,x==—5.5,y= 4..6]

6_
2 4

_2_
_4-

with(Gym) :

_l 23 _. _3
V= lanan[ 3 ) mvTan( 5 )‘

v =64.65382405

Dvs., at den spidse vinkel mellem de to linjer er 64.65°.

(11.20)
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11.7 Leengder og afstande

11.7.1 Afstandsformlien

Til at bestemme afstanden mellem to punkter 4 =[xy, y;| og B = [x,, y, | benyttes afstandsformlen

|AB| :\/ (% — x1)2 + (»2 —)’1)2

Hvis A=[—2,1] og B=[2, 3], sé er afstanden mellem 4 og B:

B =\ (2 = (=2))"+ (3 —1)°
|AB| =25 (11.21)
Med Gym-pakken

Med kommandoen afstand fra Gym-pakken kan du finde afstanden mellem de to punkter sddan her:

with(Gym) :

afstand ([ —2,1],[2,3])) =25

11.7.2 Afstand fra en linje til et punkt

Afstanden fra en linje med ligningen
l:y=ax+b

til et punkt P =[xy, X, |

kan beregnes ved hjelp af formlen:

= la-x; + b — y
\/a2+1

En typisk opgave kunne fx vere, at vi har givet ligningen for en ret linje:

dist(P, ]

l: y=%x+4

og etpunkt P=[—6,4].
Vi skal finde afstanden fra punktet P til den rette linje /:

Vi setter ind 1 formlen

dist(P, 1) = 12V 13 (1122)
at 5 digits

dist(P, 1) = 3.3283 (11.23)
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Med Gym-pakken

Med kommandoen afstand fra Gym-pakken kan du finde afstanden mellem punktet og linjen sadan her:

with(Gym) :

afstand([—6,4]’y=%x + 4) = 1217 \1313

Du kan naturligvis ogsa definere punktet og ligningen forst:

2x 12 13
13

P:=[—6,4]P:= [—6,4]1::y=%x+4l::y=T + 4 afstand (P, 1) =

11.7.3 Eksempel 1

Ved hjelp af de to afstandsformler kan vi lgse opgaver i trekantsgeometri. Vi ser igen pa trekanten vi tegnede tidligere:
A=[-2,11=[-2,1]

B:=1[2,3]=[2,3]

C=[-3,—-2]=[-3, —-2]

with(Gym) :

punktPlot ([A, B, C, A], forbind, size =[300, 300 ])

afstand (4,B) =2 /5
afstand (B, C) =52
afstand (4, C) =10
Med formlen for afstand fra et punkt til en linje kan du fx ogsa finde leengden hejden fra vinkel 4 pé siden BC.

Hertil skal vi forst have fundet en ligning for linjen gennem B og C:

linje(B, C)
y=x+1 (11.26)
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Herefter finder vi afstanden fra 4 denne linje:

afstand (A, y=x +1) =2
Og helt tilsvarende kan du finde de to andre hgjders leengde.

Arealet af trekanten kan nu findes som

Areal = %ﬁ-sﬁ

Areal =5 (11.27)
11.7.4 Eksempel 2
De to linjer:
y=2x-—3

y=2x—3 (11.28)
y=2x+7

y=2x+7 (11.29)

er parallelle, idet de har samme haldningskoefficient.

plot([2x—3,2x+ 7],x=—10..10, y=—10 ..10, gridlines )

10

_10_

Men hvad er afstanden mellem de to linjer. Med afstanden mener vi den vinkelrette afstand — ikke den lodrette afstand, der jo
umiddelbart ses at vaere 10.

Til at bestemme afstanden mellem de to linjer kan vi benytte formlen for afstanden mellem et punkt og en linje. Vi vaelger et punkt pa
den bla linje — og det, der er nemmest at finde, er skeeringen med y-aksen: (0, 7).

Vi finder sa afstanden fra punktet (0, 7) til den rede linje (og husker, at i Maple skal punkters koordinater skrives med kantede
parenteser):

afstand ([0,7],y=2x—3) =25
Faktisk kan kommandoen afstand finde denne afstand direkte uden at skulle bestemme et punkt pa den ene linje:

afstand (y=2x—3,y=2x+7) =25
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11.8 Cirklen

Cirklens ligning pé standardform er
(x—a)+ (y—b)=r
hvor (a, b) er cirklens centrum og r er cirklens radius.

Hvis en cirkel er givet pa ekspanderet form, hvor de to kvadrater er regnet ud, kan det vaere lidt sveert at komme tilbage til
standardformen. Her kan Maple veare til stor hjlp.

Lad os antage, at vi har en cirkel givet ved

x2+y2+4x—8y+11=0

Complete Square (kvadratkomplettering)
Inden du starter, skal du med denne metode altid serge for, at du har 0 pé hejresiden.

Placer markeren efter cirkelligningen og velg Complete Square > x i kontekstmenuen. Vealg herefter Complete Square > y.

Complete Square
¥ Jersions
y jral Transforms
Seguence

complete square complete square

X4y +4x—8y+11=0 YV —=8y+ (x+2)+7=0 (x+2)2+(y—4)>-9=0

Herefter mangler du blot at flytte konstanten over pé hgjre side af ligningen:
(x+2)7+ (y—4)=9
Her kan du nemt aflese, at cirklen har centrumi (—2, 4) og at radius er 3.

Du kan hurtigt fa tegnet cirklen i et koordinatsystem ved at indsette et tomt koordinatsystem koordinatsystem og derefter trackke
cirklens ligning til koordinatsystemet — og satter du et gridnet pa, sa kan du faktisk afleese centrum og radius :

7.

Det er ligegyldigt, om du trekker den oprindelige ligning eller den omskrevne ligning ind i plottet.
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Men du skal passe pa nar du bruger Complete Square, idet rekkefolgen af leddene er langt fra altid den forventede. Lad os preve med
et andet eksempel:

complete square complete square

X+yY+6x—12y+20=0 (x+3)2+y* =12y +11=0 (y—6)P2+(x+3)2=25=0

Lag maerke til, at her er de to led (x + 3)* og (y — 6)° byttet om i forhold til standardformen, og det kan give anledning til fejl, nar
centrums koordinater skal afleeses af den omskrevne ligning.

Med Gym-pakken

For at undgé den fejl, der kan opsta ved aflaesning af koordinaterne, er Gym-pakken udstyret med en kommandoen omskrivCirkel, der
vil give leddene i den forventede reekkefolge. Desuden behaver du ikke her, at serge for, at der stér 0 pa hgjre side af ligningen.

with(Gym) :
omskrivCirkel (x> + y* + 6 x — 12y + 20 =0)
(x +3)2+ (y —6)2=25 (11.30)

omskrivCirkel

X+ +6x—12y+20=0 (x+3)*+ (y—6)*=25

Gym

Geometri > || Omskriv cirkel
Solve ?  Plot cirkel

11.9 Plot af en cirkel

Vi sa ovenfor, at det gik som en leg at plotte en cirkel ved at traekke den ind i et tomt koordinatsystem indsat med 2-D Plot (som findes
i Insert fanen). S& nemt gér det ikke altid. Hvis vi prever med den anden cirkel, vi sa pa, sa sker dette:

X+ +6x—12y+20=0
X+ +6x—12y+20=0 (11.31)

10

-8 -6 -4 -2 0o 2

x

Her er vi nedt til at indstille y-aksen sa den gér til fx 12. Ger vi det, far vi tegnet et eggeformet plot, som vi nemt kan rette op pa ved
at saette et flueben i feltet Scaling Constrained i kontekstmenuen (klik i grafen for at se kontekstmenuen):

[/] Sealing Constrained
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Herefter vil det se sddan ud:

121

Hvis vi prover at plotte cirklen med ligningen
X+ —40x—20y +475=0

X +y* —40x—20y +475=0 (11.32)

vil intet se, idet hele cirklen falder uden for det standardvindue (fra —10 til 10 pa begge akser), vi far indsat.

I dette tilfeelde kan du benytte kommandoen plotCirkel fra Gym-pakken til at fa et hurtigt plot af cirklen:

plotCirkel
_—

X+ —40x—20y +475=0

14+

12+

y 104 "
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Gym

Geometri > = Omskriv cirkel
Solve > |Plot cirkel

Hvis vi i stedet skriver kommandoen, vil vi f& mulighed for at skabe lidt luft omkring cirklen:

plotCirkel (x* +y* — 40 x — 20y + 475 =0, view =[14 .26, 4 ..16])

167
14+
12+

y 104

4_I T
14 16 18 20 22 24 26

— og vi far endda markeret centrum med et lille kryds.

11.9.1 implicit plot (avanceret)

Det er ingen simpel sag at plotte en cirkel. Den almindelige plot-kommando kan ikke bruges her, idet den er beregnet til at plotte
funktioner — og en cirkel kan som bekendt ikke vere graf for nogen funktion.

Vi skal bruge noget, der hedder implicit plot, hvor vi skal angive det vindue der skal plottes i — og for at kunne gere dette, er vi nedt til
at kende centrum og radius i cirklen.

Vi genbruger ovenstiende eksempel, hvor vi omskriver til standardform:

omskrivCirkel

X +1y* —40x—20y +475=0 (x —20)* + (y—10)*=25

sa centrum er (20, 10) og radius er 5. Dvs., at det mindste vindue, vi kan bruge er [15 ..25, 5 ..15]. Vi giver lidt luft, og velger
vinduet

[10..30,0..20]
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Selve kommandoen implicitplot ligger i en speciel pakke, der hedder plots, s& denne skal vi laese ind forst:
with(plots) :

implicitplot (x* + y* — 40 x — 20 y + 475 =0,x =15 .25, y =5 ..15, view =10 ..30, 0..20])

20

154

¥ 10

10 15 20 25 30
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11.10 Skeering mellem en cirkel og en ret linje

En cirkel er givet ved ligningen

X+ —4x—6y+8=0

og en ret linje er givet ved

y=—x+6

Forst vil vi undersege, om linjen og cirklen skarer hinanden:

Det gor vi ved at bestemme afstanden fra cirklens centrum til linjen.

Hvis denne afstand er
» mindre radius i cirklen, er der to skaringspunkter
* lig med radius, er der ét skeringspunkt

* sterre end radius, er der ingen skaringspunkter

Vi bestemmer cirklens centrum og radius:

omskrivCirkel

X+ —4x—6y+8=0 (x =2+ (y —=3)*=5

Heraf kan vi se, cirklen har centrum i (2, 3) og radius r=+/5 .

Vi kan nu bestemme afstanden fra centrum til den givne linje

afstand ([2,3],y=—x+6) = %

Da denne afstand er mindre end radius, er der to skaringspunkter.

Vi laver et hurtigt plot af cirklen og linjen (hvor akserne er rettet til):

Her kan vi se, at skaeringen sker i punkterne (4,2) og (1,5).

Vi kan naturligvis ogsa regne os frem til disse skearingspunkter ved at lgse to ligninger med to ubekendte

solve({x** +y* —4x—6y+8=0,y=—x +6})

{x=4,y=2}, {x=1,y=5}

(11.33)
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11.10.1 Alternativ metode

Vi omskriver forst cirklens ligning til standardform:

omskrivCirkel

x2+y2—4x—6y+8=0 (x—2)2—|—(y—3)2=5

Herefter indsatter vi udtrykket for y, y =—x + 6, i cirklens ligning og benytter Simplify > Simplify til at regne kvadraterne ud :

simplity

(x=2P24+(=x+6—-3)>=5=0 2x*—10x+8=0

Der er nu kommet en andengradsligning frem. Denne finder vi diskriminanten for:
d=(—10)*>—4-2-8

d=36 (11.34)
Da diskriminanten er positiv, vil linjen skere cirklen i to punkter.

Vi lgser andengradsligningen:

solve

2xX—10x+8=0 =5 {x=4}, {x=1}

Hermed har vi x-koordinaterne til skeeringspunkterne. De tilherende y-koordinater firnder vi nemmest ved at saette ind i linjens
ligning:

y=—4+6=2
og
y=—1+6=5

Cirklen og linjen skeerer altsd hinanden i punkterne (4, 2) og (1,5).
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11.10.2 Eksempel 1

Vi skal her undersoge, om linjen med ligningen
y=x-+7

er tangent til cirklen med ligningen

(x+ 172+ (y—2)2=8

Som det forste kan vi jo lave et hurtigt plot ved at indsette et 2-D Plot og traekke ligningerne til dette:

Efter indstilling af akserne ser det i al fald ud til, at linjen er tangent til cirklen. Men plots kan snyde, sa lad os regne efter.

Da cirklens ligning er pé standardform, kan vi umiddelbart afleese centrum til (—1, 2) og radius til » = V8 . Vi finder derefter
afstanden fra centrum til linjen:

with(Gym) :
afstand ([ —1,2],y=x+7) =22
Da 2/2 =./8 , ser vi, at afstanden fra linjen til centrum af cirklen er lig med radius i cirklen. Altsé er linjen en tangent til cirklen.

Alternativt kan vi bestemme eventuelle skeringspunkter ved at lose:

solve({(x +1)*+ (y —2)*=8,y=x+7})
{(x=-3,y=4)} (11.35)

Altsé netop ét skeaeringspunkt, sa linjen tangerer cirklen i punktet (—3, 4).
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11.10.3 Eksempel 2

En cirkel er givet ved ligningen
(x+2)+ (y—=3)*=13

(x+2)*+ (y—=3)7=13 (11.36)
Punktet P=[ —4, 6] ligger pa cirkelperiferien. Vi skal finde en ligning for tangenten til cirklen i punktet P.

Vi kan umiddelbart afleese centrums koordinater til C=[ —2, 3]. Linjen gennem C og P er ortogonal til tangenten til cirklen i punktet
P, sa vi finder ligningen for denne linje:

with(Gym) :
linje([—2,3],[—4,6])

3x
=—— 11.37
y D) ( )
Da tangenten skal vere ortogonal til denne linje, vil tangentens haeldning ¢ opfylde:

c- _3 —_ 1 _Sove, c=£
2 3

Ligningen for tangenten er derfor

y=3lx—|—b

Vi bestemmer b ved at indsatte punktet P i denne ligning:

6=£~k4)+biﬂ3{b=zg]
3 3
. 2 26

Dvs., at ligninge for tangenten er y = 3x + BN
Lad os tjekke med et plot

10 /

8 -

¥y
4 -
2 -
P —6 2 - 2 4
X




12 Deskriptiv statistik: Ikke grupperede observationer

12.1 Ra data

Gym-pakken indeholder nogle rutiner til behandling af ikke-grupperede og grupperede observationsszt, og skal vere indlast for at
dette dokument vil fungere.

with(Gym) :

Du kan indtaste de ra data i en liste, en vektor, en matrix eller indlaese data fra en ekstern fil (fx i Excel format). Her er data i en liste
(listen behaver ikke at vare sorteret):

obs == [8,8,9,9,9,10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 13] :

Hyppigheder og frekvenser findes

© ©o

H := hyppighed (obs) =

—
(=}
W N L W\ W N

0.10000
9 0.15000
10 0.25000
11 0.25000
12 0.10000
13 0.15000

F = frekvens (H) =

De kumulerede frekvenser findes

0.10000 -
9 0.25000
10 0.50000
11 0.75000
12 0.85000
13 1.00000 |

kumuleretFrekvens (F) =

Du kan klare det hele i én arbejdsgang ved at fa udskrevet en frekvenstabel — du kan dog ikke benytte tabellen i senere beregninger, da
det kun er tekst der udskrives

123
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frekvensTabel (obs, decimaler = 1)

observation
8

9
10
11
12
13

hyppi ghed
2

W N oot w

frekvens(% kunul eret (%
10.
15.
25.
25.
10.
15.

[eNeoNeoNoNoNe]

10.
25.
50.
75.
85.
100.

[eNeNeNoNeNe)

Hvis du hellere vil have en rigtig tabel, sa tilfejer du output = tabel i kommandoen

[frekvensTabel (obs, decimaler =1, output = tabel ) :

Observation

W R o on W M

Hyppighed

Kumuleret (%)

Frekvens (%)
10.0 10.0
15.0 25.0
25.0 0.0
25.0 75.0
10.0 85.0
15.0 100.0

Herefter kan du fortsatte din undersggelse med at tegne pindediagram, trappekurve mm. som beskrevet nedenfor.

12.2 Optalte data

Hvis du har data givet i en eller anden optalt form, indtaster du observationssattet i en matrix med observationerne i 1. sgjle og
hyppighederne (eller frekvenserne) i 2. sgjle.

Du indtaster nedenstdende matrix ved forst at skrive (i math-mode) H := Med markeren stdende efter lighedstegnet gar du til
Matrix-paletten og indstiller Rows (rakker) og Colums (sgljer) som vist:

Afslut med et tryk pa Insert Matrix - knappen. Det vil da se sédan ud

¥ Matrix
Rows: 6
Columns: 2

Choose...

Type: | Custom values v:
Shape: | Any
Data type:i Any

i Insert Matrix

-

-

L

s

LY
LY

bk,

(%]

[¥]
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Matricen er nu klar til indtastning. Du skal ikke slette det, der star i matricen men 'skrive oveni': Skriv 8 efterfulgt af et tryk pa TAB-
tasten. S& hopper du til det andet element i rekken, der bliver markeret med gult. Skriv 2 og hop til den naste reekke med et tryk pé
TAB. Osv.

Har du er faerdig, ser det sddan ud:

8
9
10
11
12
13

T
i

W DD L L W N

Her har du hyppighederne givet. Vil du finde frekvenserne og de kumulerede frekvenser, sker der sadan:

» 8 0.10000 -
9 0.15000
10 0.25000
11 0.25000
12 0.10000
13 0.15000 |

F = frekvens (H) =

- 8 0.10000 -
9 0.25000
10 0.50000
11 0.75000
12 0.85000

| 13 1.00000 |

kumuleretFrekvens (F) =

Du kan klare det hele i én arbejdsgang ved at & udskrevet en frekvenstabel — du kan dog ikke benytte tabellen i senere beregninger, da
det kun er tekst der udskrives

frekvensTabel (H)
observation hyppi ghed frekvens(% kunuleret (%

8 2 10. 000 10. 000

9 3 15. 000 25. 000
10 5 25. 000 50. 000
11 5 25. 000 75. 000
12 2 10. 000 85. 000
13 3 15. 000 100. 000

Hvis du kun har givet frekvenserne, kan du ogsé lave en frekvenstabel

frekvensTabel (F)
observation frekvens(% kunuleret(%
8 10. 000 10. 000
9 15. 000 25. 000
10 25. 000 50. 000
11 25. 000 75. 000
12 10. 000 85. 000

13 15. 000 100. 000
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— hvor du af gode grunde ikke far en sgjle med hyppigheder.

Og som tabel ser det sddan ud (hvor der ingen hyppigheder er, fordi frekvenserne benyttes til at lave tabellen)

frekvensTabel (F, output = tabel) :

Observation Frekvens (%) Kumuleret (%)
8 10.000 10.000
9 15.000 25.000
10 25.000 50.000
11 25.000 75.000
12 10.000 85.000
13 15.000 100.000

12.3 Pindediagram, trappekurve og deskriptorer

Pindediagrammet tegnes pa basis af hyppighederne i matricen A (du kan naturligvis ogsé bruge de ra data, hvis du har dem):
plotPindediagram (H, size = [400, 400 ])
PINDEDIAGRAM
Middelvardi = 10.550

Median = 10.500
Spredning = 1.499

0.25—-
0.20—:
().15—:
0.10—:

0.05+

Her far du desuden oplysning om observationssettets middelvaerdi, median og spredning.
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Trappekurven plottes pé basis af frekvenserne i matricen F (hvor du kan ogsa bruge H som input):

plotTrappekurve (F, size = [400, 400 ])

TRAPPEKURVE
Kvartiler = [9.000, 10.000, 11.000]
1 —
—
0.8 !
__________ —_—
|
I
0.6 |
I
_______ T 1
04 I I
I I
I I
———— I
024 | | |
| I |
; I I I
0

0 -
O —
—_

Her far du oplysning om observationssattets kvartilseet med de tre linjer til afleesning af kvartilerne indtegnet. Hvis du vil slette en
eller flere af disse, klikker du pa linjen og trykker Backspace.

Med Gym-pakken kan du ogsé direkte fa fat i de fleste deskriptorer
middel (H) = 10.55000

varians (H) = 2.24750

spredning (H) = 1.49917

typetal (H) = [10, 11]

kvartiler (H) = [9.500, 10.500, 11.500 ]

Gym-pakken indeholder ogséd kommandoen fraktil. Med denne kan du finde den mindste observation, hvis kumulerede frekvens er fx
60% eller derover ved

fraktil(H, 0.6) = 11

Endelig kan kan du fa fat i forskriften for trappekurven med kommandoen, hvor parameteren x angiver navnet pd den enskede
uathangige variabel:

trappekurve (H, x)

0 x <8
0.100000000000000 §<x<9
0.250000000000000 9<x<10
0.500000000000000 10 <x <11 (12.1)

0.750000000000000 11 <x<12
0.850000000000000 12 <x<13
1 13 <x




128 « Deskriptiv statistik: Ikke grupperede observationer

12.4 Boksplot af ikke-grupperede observationssaet

Anvender du kommandoen boksplot pa de ra data, vil du fa tegnet et boksplot, hvor kvartilerne ikke nedvendigvis er de samme
som kvartilerne bestemt vha. trappekurven. Pa de ra data anvendes en metode ( metode 2) baseret pa opdeling af det sorterede
observationsset i 4 dele.

obs =[8,8,9,9,9, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 13 ] :

boksplot (obs)

Kvartiler = [9.500, 10.50, 11.50 ]

- -

7 8 9 10 11 12 13 14

Hvis du ensker, at der skal foretages en bestemmelse af kvartilerne baseret pé trappekurve metoden, skal du tilfgje, at metode =1 :

boksplot (obs, metode = 1)

Kvartiler = [9.000, 10.00, 11.00 ]

— |

T T T T T T T 1

7 8 9 10 11 12 13 14

Er der foretaget opteelling af observationerne i enten en hyppighedstabel eller en frekvenstabel, sa vil metode 2 blive benyttet som
standard

H := hyppighed (obs)

10
11
12
13

(12.2)

W N W »n W N

boksplot (H)

Kvartiler = [9.500, 10.50, 11.50 ]

- -
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Hvis du bruger en hyppighedstabel, men vil have boksplottet tegnet efter metode 1, sa tilfgjer du en parameter:

boksplot (H, metode = 1)

Kvartiler = [9.000, 10.00, 11.00 ]

— |

7 8 9 10 1n 12 13 14

12.5 Outliers

Du kan fa markeret outliers ved at tilfoje outliers i kommandoen:
obs2 = [2,3,3,3,4,4,4,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,9,9,11, 11, 15]
ObS2 = [29 35 35 33 49 45 45 55 59 69 65 65 63 77 79 7’ 79 89 97 9’ 119 lla 15] (123)

boksplot (obs2, outliers)
Kvartiler = [4.000, 6.000, 8.000 ]

— |

0o 2 4 6 8 10 12 14 16

12.6 Sammenligning af boksplot

Det er ingen sag at vise to boksplots sammen, sé to datasat kan sammenlignes:

datal = [2.93,2.58,2.85, 4.26,2.94, 433, 1.71, 4.42, 3.59, 4.35, 2.07, 1.16, 2.36, 1.25,
4.72,5.2]:

data2 = [2.46, 4.34,0.182, 3.22, 5.37, 10.5, 3.11, —1.99, —0.865, 2.56, 10.6, 10.9, 6.56,
7.22,4.84]:

boksplot (datal , data2)

| B

4 -2 0 2 4 6 8 10 12

| 1.Serie [ 2. Serie
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Lidt mere tricky er det at vise to boksplots sammen, hvis det ene datasaet er givet ved kvartilerne samt minimum og maksimum.
Hvis fx datal skal afbildes sammen med et boksplot med fx:

min =1

max =10

kvartilsattet 3, 5, 7

skal du afbilde felgende fiktive datasat, hvor du dublerer medianen:

data == [1,3,5,5,7,10]
data = [1,3,5,5,7,10] (12.4)

boksplot (datal , data )

- B

0 2 4 6
| 1.Seric [l 2. Serie

oo
—_
(=]

12.7 Sammenligning af 3 eller flere boksplots

Hvis du vil undersege betydningen af den valgte metode og outliers ved dette observationsset:
obs3 = [8,8,9,9,9, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 18] :

kan du tegne 3 boksplots i samme system, men du skal her vaere opmarksom pa, at syntaksen i kommandoen er @ndret. Se online-

hjzelpen for flere detaljer.
}_- I
|

|
|
T T T T T T
6 8 10 12 14 16 18 20

I metode 1 [ metode2 [l outliersl
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13.1 Ra data

Gym-pakken indeholder nogle rutiner til behandling af ikke-grupperede og grupperede observationsszt, og skal vere indlast for at
dette dokument vil fungere.

with(Gym) :

Data kan grupperes med kommandoen grupperData :

obs == [21.3,13.7,74,13.4,12.8,9.2,8.9,4.2,155,11.9, 18.2, 14.1, 10.9, 21.7, 10.1,
10.2, 4.2, 23.3,21.7,9.9, 16.1, 22.4, 8.5, 13.1, 15.3, 19.0, 14.4, 15.6, 18.2, 14.9,

10.8, 13.7, 11.5, 24.8, 13.7, 14.6, 21.1, 10.1, 24.7, 15.6, 17.2, 12.4, 16.1, 12.9, 15.2,
24.9,26.1,19.4,19.4,10.7]:

Start med at finde den mindste og den sterste observation:
min (obs) = 4.2
max (obs) 26.1

Alle observationer ligger i al fald i intervallet [0, 30 ]. Dette interval kan fx opdeles i delintervaller af laengde 5, og observationerne
grupperes efter denne opdeling i 6 grupper:

G := grupperData (obs, 0..30, 6)

0.5. 2

5...10. 5
G = 10. ..15. 20 (13.1)
15...20. 13
20..25. 9
25..30 1

Intervalfrekvenserne og de kumulerede frekvenser finder du sadan her:

0..5. 0.04000 -
5...10.  0.10000
10. ..15. 0.40000
15...20. 0.26000
20. ..25. 0.18000
25...30 0.02000

frekvens (G) =

131
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13.2 Grupperede data

Hvis du far de grupperede data oplyst, sé indtastes disse i en matrix med observationsintervallerne i 1. sgjle og intervalhyppigheder
(eller frekvenser) i 2. sgjle.

0.5 2
5.10 5
10 .15 20
H =
15..20 13
20.25 9
25.30 1

Frekvenser og kumulerede frekvenser findes:

0.5 0.04000
5..10 0.10000
10 ..15 0.40000
15..20 0.26000
20..25 0.18000
25..30 0.02000 |

F := frekvens (H) =

0 0

5 0.04000

10 0.14000
kumuleretFrekvens (H) = | 15 0.54000
20 0.80000
25 0.98000
| 30 1.00000 |

Du kan klare det hele i én arbejdsgang ved at & udskrevet en frekvenstabel over de grupperede data— du kan dog ikke benytte tabellen
i senere beregninger, da det kun er tekst der udskrives

frekvensTabel (H, decimaler =2)
observation hyppi ghed frekvens(% kunul eret (%

0..5 2 4.00 4.00
5.. 10 5 10. 00 14. 00
10 .. 15 20 40. 00 54.00
15 .. 20 13 26. 00 80. 00
20 .. 25 9 18. 00 98. 00
25 .. 30 1 2.00 100. 00

Hvis du hellere vil have en rigtig tabel, sa tilfgjer du output = tabel i kommandoen:

[frekvensTabel (H, decimaler =2, output = tabel) :

Observation Hyppighed Frekvens (%) Kumuleret (%)
0.5 2 4.00 4.00
5..10 5 10.00 14.00
10..15 20 40,00 54.00
15.. 20 13 26.00 80.00
20.. 25 9 18.00 98.00

25 .. 30 1 2.00 100.00
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13.3 Histogram, sumkurve og deskriptorer

Histogrammet tegnes:

plotHistogram (H )

Middelveaerdi = 15.0

HISTOGRAM

Spredning = 5.4

JI

0

10

20

30

Her far du desuden oplysning om observationssettets middelvaerdi og spredning. Sumkurven plottes séledes:

plotSumkurve (H)

0.8

0.6

0.4

0.2

SUMKURVE

Kvartiler = [ 11.4, 14.5,19.0]

10

20

30

Her fér du oplysning om observationssettets kvartilset med de tre linjer til aflesning af kvartilerne indtegnet. Hvis du vil slette en
eller flere af disse, klikker du pé linjen og trykker Backspace.

Med Gym-pakken kan du ogsé direkte fa fat i de fleste deskriptorer
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middel (H) = 15.00000

varians (H) = 29.25000

spredning (H) = 5.40833

typetal (H) = [10 ..15]

kvartiler (H) = [11.375, 14.500, 19.038 |

Gym-pakken indeholder ogséa kommandoen fraktil. Denne skal du bruge, nar du kender en y-verdi, og skal finde den tilherende x -
veerdi.

Fxer

fraktil(H, 0.6) = 16.15384615

Det betyder, at 60% af observationerne er under 16.15.

Skal du ga den anden vej — altsé, hvis du kender x-verdien og skal finde den tilherende y-verdi, benytter du kommandoen sumkurve .
Fx er

sumkurve (H, 18) = 0.696000000000000
Dyvs., at 69.6% af observationerne er 18 eller derunder.

Endelig kan kan du fa fat i forskriften for sumkurven med kommandoen

sumkurve (H, x)

0 x<0
0.00800000000000000 x 0<x<S5
0.0200000000000000 x — 0.0600000000000000 5<x<10
0.0800000000000000 x — 0.660000000000000 10 <x <15 132)
0.0520000000000000 x — 0.240000000000000 15 <x<20

0.0360000000000000 x + 0.0800000000000003 20 <x <25
0.00400000000000000 x -+ 0.880000000000000 25 <x <30
1 30 <x

hvor parameteren x angiver navnet pa den enskede uathangige variabel.
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13.4 Boksplot af grupperede observationsszet

Er observationssettet grupperet, kender du ikke den mindste og den sterste observation, sé i princippet er det ikke muligt at tegne et
boksplot, med mindre ydergraenserne for grupperingen benyttes.

Lad os se pé observationssattet

0.5 2
5.10 5
10..15 20
H:=
15..20 13
20.25 9
25.30 1
boksplot (H)

Kvartiler = [ 11.38, 14.50, 19.04 ]

0 ' 10 20 ' 30
Her er mindste observation sat til 0 og den sterste til 30 — altsd yderpunkterne i observationsintervallerne.
Hvis det oplyses, at disse er hhv. 4.2 og 26.1, sé dette tilfejes i boksplottet

boksplot (H, minmax = {4.2,26.1})
Kvartiler = [ 11.38, 14.50, 19.04 ]

10 20 30



14 Binomialfordelingen

14.1 Opbygning af binomialfordelingen ganske kort

Start med at se pa et basalt eksperiment £ med to mulige udfald succes eller fiasko — dvs., at udfaldsrummet er

U= {sf}

med sandsynlighederne

P(s)=p P(f)=1-p.

Et par eksempler pa et sddant eksperiment:

Kast med en zerlig ment, hvor udfaldene plat eller krone

1 5
P = P = =
(s) = P(f) ==
Binomialeksperiment

Det basale eksperiment gentages nu n gange, og de n gentagelser antages at vaere uafhengige af hinanden. Det betyder, at hvis der
fx et tale om gentagne mentkast, sd har menten ingen hukommelse. Dvs., at sandsynligheden for at slé krone er den samme i alle
gentagelser af eksperimentet.

Lad os som eksempel se pa 6 gentagelser af et eksperiment med to mulige udfald {s, f} med sandsynlighederne P(s) =0.4 og

P(f)=0.6. Ved hver gentagelse noterer vi udfaldet, men er i evrigt kun interesseret i antallet af succeser.

Et typisk udfald er en sekvens af s'er og f'er, fx sffsff , forstaet pa den méade, at i forste forseg fik vi s, i andet og tredje forseg et f, i

fjerde s, osv.

Da de enkelte forseg er uathangige, er sandsynligheden for at fa netop sekvensen sffsff’ bestemt ved

P(sfisf) = P(s)-P(f)-P(f) - P(s)-P(f)-P(f) =0.4%0.6*
Men enhver anden sekvens med 2 s'er og 4 f 'er ma have samme sandsynlighed (da faktorernes orden er ligegyldig)

P(ffssff) = P(f)-P(f)-P(s)-P(s)-P(f)-P(f) =0.4%-0.6*

Ved at finde alle — eller blot antallet — af sekvenser med 2 s'er og 4 f'er kan vi bestemme sandsynligheden for at f& preecis 2 s'er i 6
forseg.

Vi kan fa Maple til at udskrive alle kombinationer (og telle op):

antal = combinat [ permute |([s, s, /, £,.£,.1])

antal = [[s, 8, LLLS L [ f 8 LS L U S8 LS [ LA S 8o S ) s LSS o s)s s ss s, 1
S s ff LA L s fL UL LALsL AL s s ff ) L fs. fos fL LS s L, (14.1)
sl ULfLss. ) UL S s fos) [LA LS. 5]

136
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Antallet af kombinationer kan findes med kommandoen numelems (number of elements), der teller op, hvor mange permutationer

der er i ovenstdende svar

numelems (antal ) = 15

Dvs, at sandsynligheden for at fa pracis 2 s'er i 6 forseg er

15-0.4%.0.6* = 0.311040

Helt tilsvarende kan du finde sandsynlighederne for de andre udfald. De nemmeste at finde er for 0 s'er og for 1 s:

Den eneste sekvens med 0 s'er er ffffff, og denne har sandsynligheden

0.6° = 0.046656

Der er 6 sekvenser med 1 s: sffif, Sfiff; ...... , og alle sekvenser har sandsynligheden 0.4 -0.6°. Sandsynligheden for 1 s er derfor

6-0.4-0.6° = 0.186624
Find selv sandsynligheden for 3, 4, 5 og 6 s'er. Brug Maple til at telle sekvenser med, hvis du er i tvivl om, hvor mange der er.

Maple har naturligvis bedre vaerktejer til optelling af sekvenser med 2 s'er:
binomial (6,2) = 15

For at forsté disse tal er det nemmest at taenke pa et skema med 6 felter, der skal udfyldes med enten s eller £. Antallet af forskellige

mader, hvorpa du kan udvelge 2 felter ud af 6 (og skrive s i disse) er binomial (6, 2) . Pr. automatik kommer der s4 til at std /i de 4
tilbagevaerende.

Du har sikkert bemearket, at binomial (6, 4) ogsa er lig med 15. Er der en god forklaring pa dette?

Vi kan nu skrive en formel op for sandsynligheden for at fa » s'er i 6 forseg:
P(r) := binomial (6,r)-0.47-0.6°""

P=re [f) 0470.6°"" (14.2)

Leag i gvrigt meerke til, at Maple oversatter binomial (6, ) til (i) . Det kan du naturligvis ogsa skrive i stedet for binomial (6, r).
Skabelonen hertil finder du i Expression-paletten som (gj .

Lad os samle tallene i en tabel:

Antal succes Sandsynlighed Kummuleret

0 0.0466560

0.4°-0.6° = 0.0466560

0.4'-0.6° = 0.186624 deseei

— 0311040 0.5443200

O

O

3.0.6° = 0.276480

0.9590400

O

4.0.6% = 0.138240

0.4 — 0.036864 0.9959040

0.45-0.6° = 0.0040960 | 1-0000000

(o)
v
[3) 0
3 (g) 0.8208000
()04
[5) 0«
()
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Punktsandsynlighederne illustreres med et pindediagram (med # =6 og p = 0.4 ) — pindediagramBIN findes i Gym-pakken:
with(Gym) :

pindediagramBIN (6, 0.4)

03
0.2
0.1
0 . '
0 1 2 3 4 5 6

De kummulerede sandsynligheder illustreres med en trappekurve (med n =6 og p =0.4) - trappekurveBIN findes i Gym-pakken):

trappekurveBIN (6, 0.4)

0.8 1

0.6 4

0.4 1

0.2 1
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14.2 Binomialfordelingen - definition

Udfaldsrummet U for ovenstdende eksperiment er sekvenser af leengen 6 bestdende af s'er og /" er - i alt 2° =64 elementer. Dvs.,

U = {55558, fS55SS, SfSSSS,...., SSSSSf, [{5sSS, f5f555,...., sSSSff, .....

P4 U definerer vi en funktion X ved

X(u)=antal s'eriu, u<csU

Fxer X(ssffff) =2 og X(sfsssf) =4. X kan kun antage veerdier i meengden {0, 1,2, 3, 4,5, 6}.
Funktionen X kaldes en stokastisk variabel.

Idet sandsynligheden for, at X antager vaerdien r betegnes P(X=r), kan vi skrive

P(X=r) = (f) 040,657

S}

Tilsvarende betegnes sandsynligheden for, at X antager veerdien hgjst » med P(X < r), hvilket er de kummulerede sandsynligheder:

r

P(X<r) =Z(?).0_4i_0‘66—i

i=0

Med disse betegnelser ser ovenstaende tabel sadan ud

r P(X=r) P(X<r)
0 0.046656 0.046656
1 0.186624 0.2332800
2 0.311040 0.5443200
3 0.276480 0.8208000
4 0.138240 0.9590400
5 0.036864 0.9959040
6 0.004096 1.0000000

Generelt ser setup sddan ud:
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Definition
Lad E vare et eksperiment med udfaldsrum U= {s, f} og P(s) =p.

Et binomialeksperiment er 7 uafhaengige gentagelser af eksperimentet E. Tallet n
kaldes antalsparameteren og tallet p kaldes sandsynlighedsparameteren.

Definition

En binomialfordelt stokastisk variabel X er en stokastisk variabel, som taller antallet af
successer i et binomialeksperiment.

Szetning

Sandsynlighedsfunktionen for en binomialfordelt stokastisk variabel med

antalsparameter 7 og sandsynlighedsparameter p er bestemt ved:

P(X=r)= [2).1{.(1 — )"

Notation

Hvis X er en binomialfordelt stokastisk variabel med antalsparameter 7 og
sandsynlighedsparameter p skriver vi

X ~ bi(n,p).

Definition
Fordelingsfunktionen for en binomialfordelt stokastisk variabel er defineret ved:
t

F(t)=P(X<1)= 2 P(X=1)

i=0

Lige et par ord om fordelingsfunktionen:

Af definitionen folger, at fordelingsfunktionen er defineret for alle reelle tal. Hvis ¢ er negativ, er F(¢) =0, idet den stokastiske
variabel X ikke kan antage negative verdier.

For t=0 er:
F(0)=P(X<0)=P(X=0)

Det betyder, af F foretager et spring i 0 svarende til sandsynligheden for at fa 0 successer. I intervallet ] 0, 1[ er F konstant med
vaerdien P(X=0).

Fort=1 er
F(1)=P(X<1)=P(X=0) + P(X=1)
sa her foretager F' et spring pA P(X=1) , og er herefter konstant i ]1, 2[.

Saledes fortsattes indtil £ > n, hvor efter F' er konstant med vardien 1. Grafen for F' bliver altsé en trappekurve med spring i
0,1,..,n.
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14.3 Eksempler
with(Gym) :

Med Gym-pakken indlest har du nem adgang til bade sandsynlighedsfunktionen binpdf og fordelingsfunktionen bincdf . 1
funktionsnavnene stér 'pdf' for 'propability density function' og 'cdf' for 'cumulative distribution function'.

Syntaksen vil fremga af dette eksempel:

Lad den stokastiske variabel X vere defineret ved

X = antal 6'ere i 10 kast med en terning
. . . 1
sd ved vi, at X ~ bz(lO, Ej

a)

Sandsynligheden for at sl& netop 3 seksere kan bestemmes ved:

binpdf[lO, %, 3) = 0.1550453596

b)
Sandsynligheden for hajst 3 seksere (dvs. 0, 1, 2 eller 3 seksere)

bincdf[lO, %, 3) = 0.9302721574

hvilket ogsé kan skrives pa en made, der bedre afspejler, at antallet skal veere 0,1,2 eller 3:
bincdf [ 10, %, 0, 3) = 0.9302721574

¢)
Sandsynligheden for mindst 3 seksere (dvs. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 eller 10 seksere):

1 — bincdf [ 10, % 2] — 02247732021
hvilket ogsé kan skrives pa en made, der bedre afspejler, at antallet skal vere 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 eller 10:

bincdf[lo, % 3, 10) — 02247732021
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14.3.1 Eksempel 1

I et spil er sandsynligheden for at vinde 0.15. Spillet spilles 22 gange. Hvad er
1. Sandsynligheden for at vinde netop 2 gange
. Sandsynligheden for at vinde hejst 2 gange

. Sandsynligheden for at vinde mindst 2 gange

2
3
4. Sandsynligheden for at vinde mellem 2 og 5 gange.
5. Tegn et pindediagram

6

. Hvad er det storste antal gange, spillet ma spilles, hvis sandsynligheden for, at vinde hgjst 2 gange, ikke ma komme under 0.5.
with(Gym) :
Lad X vaere defineret ved:
X = antal gevinster i 22 gentagelser af et spil
sd ved vi, at X ~ bi(22,0.15).
1)
Sandsynligheden for at vinde netop 2 gange. Her er det P(X=2) du skal finde:
binpdf (22, 0.15,2) = 0.2014526628
2)
Sandsynligheden for at vinde hgjst 2 gange. Her er det P(X < 2) du skal finde:
bincdf (22,0.15,0,2) = 0.3381769087
3)
Sandsynligheden for at vinde mindst 2 gange. Her skal du udregne P(X > 2), hvilket er det samme som 1 — P(X < 1):
bincdf (22, 0.15,2,22) = 0.8632757541
—eller

1 — bincdf (22, 0.15, 1) = 0.8632757541

4)

Sandsynligheden for at vinde mellem 2 og 5 gange
bincdf (22,0.15,2,5) = 0.7633305050

—eller

bincdf (22, 0.15, 5) — bincdf (22, 0.15, 1) = 0.7633305050
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5)

pindediagramBIN (22, 0.15)

0.20
0.15
0.10
0.05 ‘
|
0 2 4 6 ; 10

6)
Hvad er det storste antal gange, spillet ma spilles, hvis sandsynligheden for, at vinde hgjst 2 gange, ikke ma komme under 0.5.

Ovenfor har vi udregnet, at hvis spillet spilles 22 gange, sa er sandsynligheden for at vinde haejst 2 gange ca. 0.34. Der skal altsa spilles
feerre gange.

Vi kan naturligvis preve os frem ved at @ndre antalsparameteren i ovenstdende udregning og genberegne.
bincdf (22, 0.15,0,2) = 0.3381769087
bincdf (21, 0.15,0, 2) = 0.3704955177
bincdf (20, 0.15, 0, 2) = 0.4048962780
bincdf (19, 0.15, 0, 2) = 0.4413206124
bincdf (18, 0.15,0,2) = 0.4796620171

binedf (17, 0.15,0,2) = 0.5197576036
Men skal det gares ordentligt, s skal vi lgse ligningen (brug 'numerically solve'):
solve

bincdf (n, 0.15,2) =0.5 =25 17.48761469

Dette viser, at spillet hejst ma spilles 17 gange.
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14.3.2 Eksempel 2 - Tips13

1. Hvad er sandsynligheden for at tippe en 10'er i Tips13?
2. Hvad er sandsynligheden for gevinst i Tips13

3. Hvor mange rigtige er der storst sandsynlighed for at tippe?

Pé en Tips13 kupon skal vi tippe (geette) resultatet i 13 fodboldkampe ved at veelge et af tegnene 1,x og 2 (1 for hjemmesejr, x for
uafgjort og 2 for udesejr).

Hvis vi absolut ikke har forstand pa fodbold, kan udfyldningen af en tipskupon opfattes som et binomialeksperiment med
antalsparameter 13 og sandsynlighedsparameter % . Det basale eksperiment er at tippe resultatet i én kamp - dvs. vaelge ét af tegnene

1, x eller 2. Der er s& én mulighed for at vaelge rigtigt og to muligheder for at vaelge forkert. Nar det handler om at tippe rigtigt, ma

_1

Til beskrivelsen af Tips13 skal vi altsé bruge en binomialfordelt stokastisk variabel med antalsparameter » = 13 og

sandsynlighedsparameter p = % .Altséd X ~ bi ( 13, %j .

with(Gym) :

1)

Sandsynligheden for at tippe 10 rigtige

binpdf[l?a, %, 10) = 0.001435091885

2)

Sandsynligheden for gevinst (10, 11, 12 og 13 rigtige giver gevinst)
bincdf[13, %, 10, 13) = 0.001647721321

3)

Hvor mange rigtige er der sterst sandsynlighed for at tippe?



145 -« Binomialfordelingen

Hertil tegner vi pindediagrammet og finder den leengste pind:

pindediagramBIN [13, %)

0.20 A
0.15 4
0.10 1

0.05 1

Pindediagrammet viser, at 4 rigtige er det mest sandsynlige.



15 Binomialtest
15.1 Ensidet test

En stikpreve kan i princippet udtages pa to forskellige méder:

* med tilbageleegning.
Her udvalges elementerne ¢t ad gangen. Det udtagne elements egenskab (ok eller defekt) noteres, og elementet laegges tilbage.
Elementerne blandes for naste element udtages. Det samme element kan saledes optreede flere gange i stikpreven.

* uden tilbagelegning.
Her udvalges alle elementer pa én gang, sa et element hgjst kan indga én gang i stikpreven.

Vi skal her kun se pé stikprover med tilbagelegning, idet disse kan beskrives som binomialeksperimenter.

Hvis der er (rigtig) mange elementer i populationen, hvorfra stikpreven udtages, er det i praksis uvasentligt, om det sker med eller
uden tilbagelaegning, som i dette eksempel:

En freproducent garanterer, at mindst 80% af de fre, han leverer, spirer.

Vi vil undersege denne péstand ved at udtage en stikpreve pa 50 fra, og se, hvordan disse fre spirer. Hvis flere end 80% af freene
spirer, vil vi veere tilfredse og godtage garantien, men hvis faerre end 80% spirer, er sagen mere kritisk.

Nu viser det sig imidlertid, at 37 fre spirer. Hvordan vi skal forholde os til det i lyset af, at 80% af 50 jo er 40.
Matematisk gér man sédan til vaerks:

Vi ensker at teste hypotesen:

H,: 80% af froene spirer

mod alternativet

H,: mindre end 80% af freene spirer

ved at udtage en stikprove pa 50 fro.

Vi kan naturligvis ikke pa grundlag af stikpreven bevise om hypotesen er sand eller falsk. Vi kan kun vurdere den fremsatte pastand og
komme med én af folgende to konklusioner:

H, ma forkastes pa det foreliggende grundlag

H,, kan ikke forkastes pa det foreliggende grundlag.
Lad X vezre den stokastiske variabel:

X = antal fre der spirer ud af de 50 udtagne.

Hvis hypotesen H, holder, sa er X ~ bi(50, 0.80).

Middelverdien af X er n-p =50-0.80 =40, hvilket svarer til 80% af stikpreven. Vi skal nu afgere, hvor stor en afvigelse fra 40, vi
vil acceptere — eller med andre ord, hvor langt skal vi under 40 for vi vil forkaste hypotesen.

Lad os definere X, og tage et kig pa pindediagrammet

146
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with(Gym) :
pindediagramBIN (50, 0.8)

0.12 1

0.10

0.08 1

0.06 1

0.04 1

0.02 4

0.".. .
32 34 36 38 40 42 44 46 48

Pindediagrammet viser, at der er ganske meget sandsynlighed 'under' 40 — helt preacist
bincdf (50, 0.8, 0, 39) = 0.4164405814

— eller med andre ord, sa er der en sandsynlighed pa ca 0.42 for at faerre end 40 fro spirer.
Lad os sige, at fx 37 er det mindste vi vil acceptere. Sa testens kritiske maengde er
K={0,1,2,..,37}

og testens acceptmaengde er

A={38,39,..,50}

Et udfald i den kritiske mangde forer til, at vi vil forkaste hypotesen. Nér den kritiske mangde, som her, ligger i venstre side, kaldes
testen venstresidet.

Ved en hypotesetest kan vi begé to fejl:

H, H,
forkastes forkastes ikke

H, er sand OK

H, er falsk

Med ovenstaende valg af kritisk mangde, altsd K= {0, 1, 2, ..., 37}, er sandsynligheden for fejl af 1. art

bincdf (50, 0.8, 0, 37) = 0.1860569934

Dvs., at der er over 18% sandsynlighed for, at vi forkaster hypotesen selvom den er sand! En sé stor sandsynlighed for fejl af 1. art
anses for uacceptabel, s& vores kritiske mengde er for stor.



148 < Binomialtest

Normalt fastleegger man den kritiske meengde ved pa forhand at vedtage, hvor stor en sandsynlighed for fejl af 1. art, man vil tillade.
Denne sandsynlighed kaldes for testens signifikansniveau. Som regel velger man her 5%. Fejl af 2. art vender vi tilbage til senere.

Vi skal altsé her bestemme den starste observation, hvis kumulerede sandsynlighed er mindre end eller lig med 0.05. Vi kan
naturligvis preve os frem, men Gym-pakken indeholder funktion invbin , der netop er beregnet til dette

invbin (50, 0.8, 0.05) = 35
Alt i alt vil en venstresidet test af hypotesen pa signifikansniveau 5% fore til, at den kritiske mangde bliver K= {0, 1, ..., 34}.

Et pindediagram, der viser den kritiske mange og acceptmangden ved denne venstesidede test, kan se sddan ud, hvor summen af de
rede pinde er mindre end 0.05 (signifikansniveauet):

binomialTest (50, 0.8, 0.05, venstre)

Venstresidet test
Acceptomrade = {35, ... ,50}
0.124
0.104
B
fn 0.08 1
3
9
g 0.06
n
0.04
0.02 ‘
0 — [ | I - T I . 1
30 35 40 45 50
Antal succes

15.2 Tosidet test

Vi skal checke, om en ment er symmetrisk. Vi fremsetter hypotesen

Ho:p=?

hvor p er sandsynligheden for at menten viser krone. Hypotesen testes ved at kaste menten 100 gange og telle antallet af gange
menten viser krone. Signifikansniveauet skal vaere 5%.

Lad X veare den sokastiske variable, der taller antallet af krone ved 100 kast med menten. Holder hypotesen H,, vil X vere

binomialfordelt X ~ bi ( 100, %] .

Det er klart, at sdvel sma som store verdier af X vil veere kritiske for hypotesen p = % . Den kritiske meengde ma derfor ligge dels til

venstre, og dels til hgjre i fordelingen. Vi placerer 2%:% i begge sider.
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invbin ( 100, %, 0.025 ) =40

invbin ( 100, %, 0.975 ) =60

Den kritiske mangde er saledes K= {0, 1, ..., 39}U {61, 62, ..., 100}
binomialTest (100, 0.5, 0.05, tosidet)

Tosidet test
Acceptomrade = {40, ... ,60}

0.074
0.06

0.05 1

Sandsynlighed
[=}
[=}
s

0-..7!!|.|.,.. .II|'7
35 40 60 65

45 50 55
Antal succes

15.3 Fejl af 1. og 2. art
(Kilde: Tommy Borch, Statistik, FAG, 1981)

Det klassiske eksempel her er en person (Carl) der hevder, at han kan smage forskel pa en Carlsberg og en Tuborg — ikke hver gang,
men 3 ud af 4 gange.

Det tror vi ikke pé, og vil derfor teste Carls evner ved at lade ham blindsmage et antal glas ol og fortelle, om der er Carlsberg eller
Tuborg i glasset.

Vi forseger forst med 12 glas, og opstiller den hypotese, at det er helt tilfeeldigt, om Carl rammer rigtigt

Her overfor star Carls alternative hypotese

3
: > —
H, P—4

Testen er hgjresidet, idet et stort antal rigtige svar er kritiske for Hy, og taler til gunst Carls alternative hypotese. Signifikansniveauet
er 5%.

invbin (12,0.5,0.95) =9



150 < Binomialtest

Dvs., at den kritiske maengde er K= {10, 11, 12}.

Hajresidet test
Acceptomréade = {0, ... ,.9}

0.20 -

0.15 -
9
=
Y
5
< 4
g 0.10
7]

0.05 -

ol | .

0 2 4 6 8 10 12
Antal succes

Sandsynligheden for fejl af 1. art er :
binedf (12, 0.5, 10, 12) = 0.0192871093
— altsa 1.9%.

Hvad er sa sandsynligheden for fejl af 2. art, altsé hvor vi accepterer vores hypotese Hy, selvom H; faktisk er sand.Hertil skal vi

beregne sandsynligheden for at havne i vores acceptmeangde {0, 1, ..., 9} under forudsetning af, at Carls alternative hypotese holder

-dvs. p= % .bincdf (12,0.75, 0, 9) = 0.6093249916

— altsa er sandsynligheden for fejl af 2. art ca. 61%. Dette er naturligvis helt uacceptabelt for Carl, sd denne sandsynlighed skal gares
mindre. Dette kan ske ved at vi @ndrer den kritiske mangde, men sé ger vi jo sandsynligheden for fejl af 1. art storre.

Der er kun ét at gore: Dge antallet af provesmagninger. Lad os preve med 24:
invbin (24, 0.5, 0.95) = 16.

Dvs K= {17, 18, ..., 24}, og sandsynligheden for fejl af 1. art er

bincdf (24, 0.5,17,24) = 0.0319573285
Sandsynligheden for fejl af 2. art er sa

bincdf (24, 0.75, 0, 16) = 0.2337958307

Dette er ogsé for meget! Prov selv at finde det antal prevesmagninger, der skal til, for at fa sandsynligheden for fejl af 1. art og 2. art
under 5%.
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15.4 Oversigt

Hypotese Alternativ Testtype
Hy: p=po H,: p#po Tosidet test
K={0,1,..,¢}U{cy ..., n}
o
c = invbin(n,p, ?] -1
cy = invbin[n,p, 1 - %] +1
H,: p>p, Hgjresidet test
K={c, .., n}
¢ = invbin(n,p,1 — o) — 1
H: p<p, Venstresidet test

K={0,..,c}

¢ = invbin(n,p, o) — 1




16 Normalfordelingen
16.1 Data

Data bestar her af resultatet af en vejning af 500 personer.

Data vil her blive behandlet som et grupperet observationsseet, hvor vi selv laver grupperingen og Maple laver optellingen i grupper.

data = [74.53, 67.80, 65.93, 65.28, 7837, 70.05, 68.41, 68.06, 62.48, 74.44, 6438, 81.88, 54.13, 71.39,
75.11, 73.86, 75.08, 73.62, 68.16, 59.48, 59.36, 7637, 62.02, 69.17, 76.16, 65.68, 66.35, 83.68, 70.35,
62.97, 70.49, 70.30, 71.94, 66.13, 75.68, 70.36, 63.50, 64.09, 65.95, 79.44, 57.90, 64.87, 77.17, 61.36,
57.03, 72.95, 71.51, 59.59, 67.28, 75.41, 67.98, 67.98, 77.58, 77.68, 62.43, 58.59, 70.87, 68.61, 74.54,
82.89, 63.60, 71.93, 71.88, 71.02, 77.05, 68.64, 89.48, 75.01, 74.32, 75.32, 67.79, 71.23, 74.72, 84.41,
73.58, 82.03, 63.29, 69.07, 69.74, 75.91, 76.49, 73.68, 73.39, 64.58, 75.98, 72.66, 76.27, 62.34, 64.63,
71.13, 67.53, 72.24, 79.80, 73.84, 77.81, 75.02, 73.99, 62.41, 65.18, 72.79, 66.57, 70.17, 68.98, 75.47,
7344, 58.52, 78.76, 63.14, 78.82, 79.68, 71.99, 61.78, 80.92, 62.63, 64.80, 66.32, 70.06, 81.70, 59.47,
65.94, 60.88, 68.70, 68.06, 52.81, 81.10, 68.90, 56.25, 64.07, 62.18, 72.05, 88.77, 57.25, 68.37, 77.90,
71.58, 82.59, 69.01, 79.33, 66.69, 68.81, 72.51, 71.39, 68.68, 70.71, 58.42, 74.92, 70.53, 7838, 68.56,
76.59, 71.67, 67.88, 69.49, 81.05, 59.51, 81.18, 62.52, 69.44, 75.97, 65.45, 77.00, 73.87, 70.42, 71.77,
64.43, 79.25, 71.04, 67.39, 84.27, 60.53, 65.19, 80.37, 73.95, 73.01, 55.43, 76.24, 68.24, 70.44, 76.59,
59.62, 64.96, 75.78, 79.79, 64.60, 64.21, 71.06, 67.05, 65.93, 69.64, 65.84, 70.20, 83.86, 69.30, 63.93,
73.49, 80.36, 60.01, 76.99, 65.46, 72.74, 66.76, 61.79, 66.28, 71.12, 79.16, 63.00, 61.83, 79.57, 62.33,
81.55, 62.88, 57.28, 65.08, 64.50, 69.57, 64.55, 65.36, 80.49, 63.76, 71.89, 68.77, 64.91, 74.82, 65.33,
64.02, 62.17, 75.52, 65.51, 67.44, 67.74, 66.40, 60.35, 75.40, 76.41, 83.53, 69.92, 63.61, 71.29, 71.09,
71.70, 61.70, 69.14, 80.62, 59.61, 66.15, 70.52, 68.00, 66.92, 67.75, 67.85, 69.19, 80.16, 68.56, 66.37,
76.97, 88.08, 81.27, 67.97, 73.35, 83.31, 57.61, 59.52, 66.74, 72.77, 70.32, 80.34, 74.03, 58.27, 71.67,
7472, 68.70, 84.24, 71.94, 71.14, 65.38, 66.25, 63.20, 64.53, 67.70, 69.45, 66.50, 70.61, 65.81, 63.68,
77.50, 77.67, 66.25, 65.08, 74.62, 67.40, 75.87, 74.12, 65.61, 61.80, 71.43, 77.40, 63.29, 72.96, 69.65,
66.24, 61.39, 59.06, 60.01, 76.07, 62.37, 67.93, 64.08, 68.35, 68.41, 65.61, 63.44, 76.75, 61.73, 61.66,
77.15, 65.67, 75.05, 75.14, 80.21, 84.97, 72.65, 76.02, 65.95, 79.32, 74.61, 65.92, 54.66, 67.29, 74.99,
73.56, 7343, 52.25, 76.94, 77.50, 73.31, 66.78, 58.60, 60.51, 68.32, 80.96, 52.73, 60.68, 69.44, 72.04,
75.12, 76.51, 69.82, 72.91, 72.01, 68.12, 55.06, 65.62, 75.31, 73.69, 67.89, 66.06, 66.50, 71.18, 77.45,
69.23, 66.05, 65.01, 68.95, 72.31, 72.20, 73.40, 73.57, 73.67, 73.87, 71.86, 72.03, 74.99, 72.85, 70.04,
61.87, 62.62, 71.54, 59.95, 76.69, 71.77, 78.58, 83.12, 76.52, 70.52, 59.26, 79.35, 72.68, 71.12, 77.13,
71.86, 68.51, 62.58, 75.45, 67.17, 75.68, 78.54, 72.34, 79.51, 78.50, 59.07, 77.68, 75.75, 65.25, 70.32,
80.27, 63.40, 69.53, 74.34, 78.84, 65.46, 83.23, 59.87, 62.61, 73.78, 72.95, 75.35, 72.38, 79.71, 75.11,
64.04, 64.35, 7278, 67.44, 60.54, 79.69, 75.42, 69.00, 67.15, 69.58, 74.59, 72.08, 69.03, 59.85, 64.84,
64.12, 74.64, 64.66, T4.97, 76.87, 56.17, 83.38, 65.96, 64.14, 64.85, 68.99, 67.54, 62.60, 69.31, 76.10,
64.63, 74.94, 71.37, 68.00, 74.20, 66.31, 70.28, 58.16, 63.84, 78.69, 58.80, 69.35, 69.24, 75.50, 67.41,
69.62, 68.15, 67.36, 74.93, 74.89, 58.35, 79.08, 64.41, 71.77, 59.29, 60.67, 80.16, 77.03, 67.01, 72.91,
64.03, 78.68, 71.55, 76.91, 72.22, 68.08, 70.18, 68.65, 64.37, 67.99, 64.37, 76.09, 71.17, 63.39, 71.01,
71.76, 82.65, 75.25, 70.90, 62.32, 73.93 ] :

16.2 Gruppering af data, histogram og sumkurve
with(Gym) :
Serg for, at du har data indlest: I sektionen ovenfor skal du klikke i data og taste Enter.

For at danne dig et overblik over data, finder du den sterste og den mindste observation:
min(data) = 52.25

max (data) = 89.48
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Dette viser, at data ligger i intervallet [50 , 90 ]. Dette interval skal opdeles i en rakke delintervaller — fx 10 — af leengde 4:

M = grupperData (data, [50..90], 10)

plotHistogram (M)

50 ..

54. 3
54..58. 11
58...62. 42
62...66. 90

M 66...70. 102
70. ..74. 106
74...78. 86
78...82. 42
82...86. 15

| 86..90 3
HISTOGRAM

Middelvardi = 70.1

0.05

0.04

0.03

0.02 1

0.01

Spredning = 6.7

90

(16.1)
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plotSumkurve (M)

SUMKURVE
Kvartiler = [65.1, 70.1, 75.0]
1 /
/
|
0.6 l
/ I
_____ I |
/o
04 |
|
_____ L |
02 | l
ya |
0 . | | .
50 60 70 80 920

Vi ser, at data har en klokkeform. Vi tegner en 'klokkekurve' ind sammen med histogrammet:

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

HISTOGRAM
Middelverdi = 70.1
Spredning = 6.7

Den bl klokkekurve vil vi bruge som et idealiset histogram. For at kunne gere dette skal arealet mellem x -aksen og klokkekurven

vare pracis 1, svarende til at areale

t af alle histogrammets sojler er 1.

Klokkekurven har denne forskrift (hvilket vi ikke vil komme narmere ind pa her — det méa du vente med til A-niveau)
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og grafen for denne med L =70.1 og 6 =6.7 er pracis den bld kurve ovenfor. Denne funktion er i Gym-pakken under navnet
normalpdf (W, 6, x)

Vi kan ved hjelp af funktionen f ogsa bestemme en idealiseret udgave af sumkurven. Den idealiserede sumkurve hedder i Gym-
pakken

normaledf (1, o, x)
Grafen for denne, tegnet sammen med ovenstidende sumkurve ser sadan ud:

plot ([ sumkurve (M, x), normaledf (70.1, 6.7, x) ], x =40 ..100, color = ["Burgundy" , "Navy" |)
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Og som det ses, falder de to grafer stort set sammen.

16.3 Normalfordelt stokastisk variabel

Til vejning af en person (i den gruppe, hvor vi har data fra 500 vejninger) knytter vi en stokastisk variabel ved
X = veegten af en person fra gruppen

Undersogelsen, vi lavede i sidste afsnit, kan vi formulere ved, at X er normalfordelt med middelvaerdi 70.1 og spredning 6.7, hvilket
kort skrives som X~N(70.1, 6.7).

Nér X er normalfordelt med middelverdi 70.1 og spredning 6.7, kan vi udregne sandsynligheden for, at en persom vejer mindre end

x ved.

P(X < x) =normalcdf (70.1, 6.7, x)
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Lad os udregne nogle sandsynligheder og sammenligne disse med de kumulerede frekvenser for vejningen af de 500 personer:

with(Gym) :

kumuleretFrekvens (M)

Vi udregner forst sandsynligheden for, at en person vejer mindre end eller lig med 50 kg, altsa P(X < 50):

normalcdf (70.1, 6.7, 50) = 0.0013498980

50
54,
8.
62.
66.
70.
74,
78,
82.
86.

an

0
0.00600
0.02800
0.11200
0.29200
0.49600
0.70800
0.88000
0.96400
0.99400

1 nNNNN

11 x 2 Matrix

(16.2)

At vi ikke far 0 her, haenger sammen med, at selvom der blandt 500, der er vejet, ikke er nogen, der vejer under 50 kg., sé kan der jo
godt vaere nogle i hele gruppen, men sandsynligheden er ganske lille.

Vi udregner dernaest sandsynligheden for, at en person vejer mindre end eller lig med 54 kg, 58 kg, 62 kg, osv.

normalcdf (70.1, 6.7, 54) = 0.0081309256
normalcdf (70.1, 6.7, 58) = 0.0354615012
normalcdf (70.1, 6.7, 62) = 0.1133400241
normalcdf (70.1, 6.7, 66) = 0.2702886291
normalcdf (70.1, 6.7, 70) = 0.4940458587
normalcdf (70.1, 6.7, 74) = 0.7197468188
normalcdf (70.1, 6.7, 78) = 0.8808217121
normalcdf (70.1, 6.7, 82) = 0.9621433806
normalcdf (70.1, 6.7, 86) = 0.9911810760

normalcdf (70.1, 6.7,90) = 0.9985117246

Specielt i midten passer det rigtig fint, men knap s godt i enderne, hvilket ogsa er forventet.
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Stér vi med et datamateriale og skal undersoge, om det er normalfordelt, s& gar man ikke frem som ovenfor, men bruger forskellige
grafiske metoder til visuelt at afgere, om et datamateriale er normalfordelt. Den simpleste metode er at lave et sakaldt QQplot. Hvis
data her ligger tilneermelsesvist pa en ret linje, sd kan man antage at datamaterialet er normalfordelt:

QOQplot(data)
QQ-plot
u = 70.086 ¢ = 6.6935
2_
14
0_
— 11
—24

55 60 65 70 75 80 85

Og det ser jo rigtig fint ud — pa trods af nogle afvigelser i begge ender.

Vi kan ogsa bruge et et sandsynlighedspapir, hvor datasettet forst skal grupperes og derefter plottes i det specielle papir. Hvis de
kumulerede intervalfrevenser tilneermelsesvist ligger pé en ret linje, sa kan vi antage, at data er normalfordelte.

Kommandoen NormReg grupperer automatisk data i 10 grupper og afsatter de kumulerede intervalfrekvenser i et
sandsynlighedspapir. Derefter bestemmes den bedste rette linje gennem punkterne og pé baggrund af denne estimeres middelvaerdi og
spredning:



158 + Normalfordelingen

NormReg (data, procent )

Normal regression
w="70.06 ¢ = 6.55

99.9

%

0.1

Hvis punkterne tilneermelsesvist ligger pa en ret linje, sa kan vi antage, at data er normalfordelte.

16.4 Eksempel

Hvis man vejer et stort antal poser med mel, har det vist sig, at vaegten er normalfordelt med middelvaerdi i =500 g og spredning
c=20 g.
with(Gym) : 1. Hvor stor en del af poserne vejer hajst 515 g? normaledf (500, 20, 515) = 0.7733726476
Dvs., at 77.3% af poserne vejer hgjst 515 g.
2. Hvor stor en del af poserne vejer mindst 475 g?
normalcdf (500, 20, 475) = 0.1056497738
Altsa vejer 10.6% af poserne hajst 475 g. Dvs 89.4% vejer mindst 475 g.
Du kan naturligvis klare det i et hug ved at udregne
1 — normalcdf (500, 20, 475) = 0.8943502262
— eller endnu nemmere med 4-parameterversionen:
normalcdf (500, 20, 475, ) = 0.8943502262
3. Hvor stor en del af poserne vejer mellem 495 g og 505 g?
normalcdf (500, 20, 505) — normalcdf (500, 20, 495) = 0.1974126512

Altsé 19.7% af poserne vejer mellem 495 g og 505 g.
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— her kan vi ogsé benytte 4-parameterversionen:

normalcdf (500, 20, 495, 505) = 0.1974126513

4. Hvor meget vejer de tungeste 20% af poserne ?
Lad os forst tegne grafen for normaledf (500, 20, x) :

plot(normalcdf (500, 20, x), x =450 ..550, size = [400, 400 ])
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0.1

460 480 500 520 540
Ved aflaesning pa grafen, kan vi se, at de 20% tungeste poser vejer mindst ca. 516 g.
For at beregne os frem til resultatet, skal vi lgse ligningen
normalcdf (500, 20, x) =0.8
Denne ligning kan veere lidt drilsk at lese, men med fsolve udstyret med segeinterval gér det:

fsolve (normalcdf (500, 20, x) = 0.8, x =500 ..540)

516.8324245 (16.3)
Det, vi finder her, kaldes 0.8-fraktilen. [ Gym-pakken er der en funktion til bestemmelse af fraktiler i normalfordelingen
invnorm (500, 20, 0.8) = 516.832424671467

Og her gér det helt problemfrit.
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16.5 Normalapproksimationen

Naér antalsparameteren i en binomialfordeling bliver stor, bliver binomialfordelingen tung at arbejde med, idet binomialkoefficienterne
binom (n, r) vokser sa voldsomt, at de fleste CAS veerktejer giver op. S& benyttes i stedet en approksimation med en normalfordeling.

Vi viser i et lille eksempel, hvordan det foregér:

Lad X ~ 5i(20,0.5).
Middelveerdien er u =20-0.5 =10 og spredningen er 6 =+ 20-0.5-0.5 = J5.

Lad Y vere en normalfordelt stokastisk variabel med middelverdi 10 og spredning \/? -dvs. Y~ N ( 10, \/? ) .

Vi tegner pindediagrammet for X sammen med tethedsfunktionen (klokkekurven) for Y':

with(Gym) :

plots|display ]( [pindediagramBIN (20,0.5), plot(normalpdf ( 10,5, x), x=0..20, color

0.16 -
0.14
0.12
0.10
0.08 -
0.06
0.04

0.02

Det passer jo meget fint — og det selvom n =20 ikke just er stor.
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Lad os ogsé tegne fordelingsfunktionerne for X og Y i samme koordinatsystem.

plots | display ]( [trappekurveBIN (20,0.5), plot(normalcdf ( 10,5, x), x=0..21, color

1_

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2 1

Vi ser, at bla normalfordeling falder midt i trinnene i trappekurven. Forskyder vi normalfordelingen med % til venstre vil veerdierne i

punkterne 0, 1, 2, ..., 20 passe nogenlunde:

trappekurveBIN (20, 0.5 ),plot(normalcdf (10, \/?, x + L ), x=0.21,

plots|display | [ 2
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0.8 -
0.6 -
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Vi har altsa approksimationen:

P(X <x) = normalcdf [u, o,x + %J

hvor X ~ bi(n,p) og ¥ ~ N(u,0). 1 og ¢ er middelvardien og spredningen i binomialfordelingen.
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